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MATERIALE DIDATTICO 
ED ESPERIENZE NELL’'INSEGNAMENTO 


ROBERTO MARCOLONGO (a Napoli) 


Discorso tenuto al Congresso della Società MATHESIS a Napoli il 16 ottobre 1921. 


« Beati voi matematici che pel vostro insegnamento non avete bisogno che della 
lavagna e del gesso ! ». 

Ecco il ritornello che mi sento spesso ripetere dai miei colleghi di altre 
Facoltà (e che non deve essere ignoto neppure a voi), sopratutto quando si 
tratta di dividere le poche centinaia di lire che il munifico ministero mette 
a disposizione ogni anno pei laboratori scientifici. Veramente, non saprei dire 
se la presupposta condizione di favore in cui si troverebbero i matematici sia 
effetto di una profonda ignoranza, da parte dei colleghi, dei. bisogni del nostro 
insegnamento; o del caritatevole desiderio di devolvere quelle poche centinaia 
di lire a beneficio dei loro Istituti scientifici, non dando nulla a quei poveracci 
di matematici che non hanno bisogno che della lavagna e del gesso | 

Con ben altre intenzioni lo dice pure un grande, il FABRE, nei suoi stu- 
pendi Souvenirs entòomologiques : 

i « E per tenere a freno questo mondo irrequieto (degli allievi), dare ad 
«ogni intelligenza il lavoro a seconda delle proprie forze, tenerne desta l’at- 
«tenzione, cacciare infine la noia della triste sala, le cui mura trasudavano la 
« tristezza, più che Pumidità, javais pour unique ressource la parole, pour unique 
«mobilier un baton de craîie ». 

Ora ciò è completamente ingiusto o falso. 

In ogni scuola, di qualsiasi grado, accanto ai gabinetti di fisica, di chimica, 
di scienze naturali, di disegno, di topografia. ecc., ecc., vi deve essere quello 


di Matematica. Ogni insegnante dovrebbe avere a sua disposizione e costan- 
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temente \valersene nell’insegnamento, facendo esperienze, libri, disegni, modelli, 
macchine è tavole matematiche, che debbono agevolare l'apprendimento aella 
materia, il gusto per la ricerca scientifica e rendere lo studio più attraente, 
più facile e più redditizio ! 

«Un docente che non abbia a sua disposizione tntti questi necessari sus- 
sidi, mi pare assomigli ad un meccanico che debba riparare o far fanzionare 
una macchina senza la borsa dei suoi ferri, a dispetto di tutti i metodi Taylor. 
A furia di pazienza, di ingegno potrà forse venir a capo della sua bisogna; 
ma quanto tempo perduto che può-essere assai più proficuamente impiegato ! 

Vediamo dunque in abbozzo quello che di più indispensabile dovrebbe 
contenere il nostro ideale Gabinetto di Matematica; vediamo in qual modo si 
possa fornarlo, e, come un organismo potente e vitale, possa vivere e pro- 
sperare. 

Anzitutto, non si spaventi qualche capo d’Istituto, nessuna preoccupazione 
pei locali. Il mio ideale gabinetto di matematica non ha bisogno di locali gran- 
diosi come quelli di fisica, di chimica, di scienze naturali. Può trovare la sua 
degna sede in qualche modesto RITA della biblioteca, o della sala dei pro- 
fessori 0, in caso disperato, nel saneta sanetorum della Direzione che, almeno, 
non manca mai; e in qualche cartella per collocare i disegni. Sono, come 
ognun vede, esigenze molto modeste facilmente raggiungibili nel più modesto 
degli Istituti secondari e con spesa o nulla o assai lieve. Meglio se qualche 
fortunato potrà avere una stanza, cui intitolare orgogliosamente : Istituto di 
Matematica; ma è meglio non farsi troppe illusioni ! 

E dopo aver pensato ai locali, provvediamo ad addobbarli scieritificamente, 
ed anzitutto pensiamo ai libri, sopratutto ai libri di consultazione. 

Nelle mie varie peregrinazioni nelle scuole medie, specialmente del mez. 
zogiorno, mi è spesse volte accaduto di trovare nella biblioteca di qualche 
modesto Istituto, e sino in un minuscolo ginnasio di Sicilia, le Vortermmgen 
« iiber Geometrie di CLEBSCH e } Algèbre supérieure Ael SERRET. 

Erano stati acquistati chi sa quanti anni prima da qualche insegnante 
che voleva approfondire (scopo ‘santo e lodevolissimo) la propria cultura o 
continuare (egregiamente) gli studi universitari. Tale insegnante (e chi può 
fargliene rimprovero) non avrà avuto la forza di far proprie le commoventi 
parole di FABRE: «i miei emolumenti, dice, dovevano bastare a tutto, nutri- 
«mento del corpo e dello spirito. Ciò che io darò di più all’uno, io lo toglierò 
«all’altro, balance à laquelle doit fatalement se résigner quiconque prend la science 
pour gagne-pain ». 

Poi il professore era stato trasferito; il successore non si occupava di 
alta matematica, e i due celebri volumi compirono indisturbati i loro tranquilli 
sonni in compagnia dei classici greci e latini, senza che una mano amica osasse 
levarli dallo scaffale per togliere lo spesso strato di polvere che gli anni vi 


aveva accumulato ! 
Ora — e spero di non incorrere nel pericolo di essere frainteso — sta be-. 





nissimo se si potranno acquistare libri di alta scienza, per allargare la coltura 
e sollevare lo spirito dell’insegnante; ma prima di pensare al superfluo, pen- 
siamo al necessario; prima che agli abiti di festa, provvediamoci degli utili 
abiti di lavoro! 

Non mancheranno naturalmente, in prima linea, i migliori libri di testo 
nostri e stranieri e tra questi ultimi mi sia permesso citare quelli del TANNERY, 
del BorEL, del’HADAMARD; quello meraviglioso del KARPINSKI; mentre sarei 
assai imbarazzato a citare tutto ciò che di veramente bello e ammirabile si 
ha dalla Germania. E in una produzione, fin troppo rigogliosa, si sappia so- 
pratutto ben scegliere: siano pochi e buoni; scelti anno per anno con cura e 
accumulati nel nostro scaffale per un ventennio e più, da vari professori, di- 
versi di cultura e d’ingegno, staranno a rappresentare, dai vecchi ai nuovi, 
a traverso le varie edizioni, la storia più vera e più efficace di tutto un pe- 
riodo. E sarà una raccolta ben più vasta, ben altrimenti ricca di quella che, 
assai facilmente per le recenti edizioni, può farsi ciascun insegnante ! 

Nè dovrebbero mancare i periodici dedicati alle questioni didattiche: il 
Bollettino di Matematica del benemerito collega Conti; il Periodico, risorto a 
nuova vita per merito del nostro illustre Presidente; e che io non ho mai 
trovati o trovati deplorevolmente incompleti in tutti gli Istituti da me visitati ! 

Ma vi sono altri indispensabili ferri del mestiere; le raccolte di esercizi! 

Tutti sanno quale miniera inesauribile siano quelle di F. I. C. (Frère 
Trlide Cazaneuve) e F. G. M. (F. Gabriel Marie). Se le teorie vi 
sono esposte in modo che i nostri insegnanti, di palato più squisito, non saprebbero 
accettare, la raccolta di esercizi, frutto di una sapiente collaborazione, è vera- 
mente pregevole! Ma non sono i soli; e qui, per ovvie ragioni di delicatezza, 
mi limito ad accennare soltanto ad alcuni degli stranieri. 

Il Laisant, così benemerito della scuola o degli studi, ha avuto Vot- 
tima idea di fare lo spoglio di tutto quanto di bello, di utile e di interessante 
Si trova, in materia di esercizi, nei periodici francesi, inglesi e tedeschi e ne 
sono sorti tre volumi ottimi, coi soli enunciati e i nomi degli autori, una col- 
lezione rara alla portata di tutti e con preziose indicazioni bibliografiche. 

A quante osservazioni, a quanti riscontri curiosi con molti libri di testo 
di tutti i tempi, si presta l’opera del Laisant! Quali storie curiose di se- 
colari ripetizioni di esercizi, di problemi, dai nostri vecchi quattrocentisti alla 
sempre fresca e profonda raccolta dell’ Arithmetica universale di Newton! 

Quante prove, a volte, che il più recente Autore ha copiato di seconda 
mano l’esercizio (e ciò non è certamente un male), senza darsi la pena di ri- 
solverlo (e ciò invece sta malissimo)! 

Basti ricordare il caso del famoso problema della costruzione di un tri- 
angolo date le tre bisettrici. 

. E col Laisant mi sia permesso citare gli ottimi libri del Lefebure 
con eccellenti note storiche; quelli del Desboves e del’Hobson per 
la trigonometria; e tutti indistintamente i libri inglesi... Ma non siamo troppo 
esigenti ! 


Xi 


Bisognerebbe del pari provvedere la nostra bibliotechina di una buona 
enciclopedia di matematiche elementari; ma qui non saprei dare suggerimenti. 
Un noto libro recente del Brocard (che non è nemmeno una enciclopedia 
nel vero senso della parola) non riguarda che la geometria, e la enciclopedia 
del Weber e Wellenstein (malgrado il nome illustre di uno degli 
autori) non mi soddisfa affatto. Vari anni or sono la nostra associazione prese 
l'impegno di farne una italiana; ma poi la cosa non ebbe più seguito. Non 
sarebbe forse il caso di riprendere l’idea? 

In mancanza di meglio si potranno acquistare (costano assai poco) i nu- 
merosi volumi della Bibliotheca mathem. del Lietzmann, veri gioielli di 
cultura e di didattica, per quanto di eccessivo sapore teutonico! 

E poichè ogni insegnante deve, interessarsi delle questioni storiche del 
proprio insegnamento (e tutti sanno quanto esse interessino anche gli stessi 
scolari) non mancheranno nel nostro scaffale i due volumi poderosi del Tr 6 - 
pfke e quello più recente del Cajori di più modesto, ma sempre di interes- 


sante contenuto; e infine, specialmente in uno Istituto classico, ci saranno i. 


principali classici greci nelle splendide edizioni Heiberg. 

Finalmente un'ultima raccomandazione: non manchi lo splendido libro del 
Simon; esso solo vale (almeno per la parte geometrica) una intera biblioteca. 
Perchè qualcuno dei nostri attivi e colti insegnanti non pensa a dargli un 
indispensabile compagno per la parte analitica? 

Così dopo aver provvisto di libri il nostro Istituto in modo da riempire 
uno degli scaffali dell’ipotetico armadio, supponendo, come nelle favole del 
buon tempo antico, che siano trascorsi già molti e molti anni; passiamo alla 
parte più importante; cioè a riempire i restanti scaffali !! 


Il professore di scienze naturali con un po’ di buona volontà (èd io ne ho 
visti esempi meravigliosi) fa relativamente assai presto ad arricchire, con lieve 
spesa, il proprio gabinetto per opera propria o colla collaborazione, spesso 
efficacissima, degli allievi. Si fa presto un buon erbario, una raccolta di uccelli, 
d’insetti: o di minerali. Non è chi non sappia quanto esse siano efficaci nello 
insegnamento delle scienze naturali; insegnamento che è solo veramente pro- 
ficuo quando si è visto, operato ed osservato! 

Come formerà il matematico la propria raccolta, il proprio erbario? In un 
modo egualmente facile e, più importante ancora, poco dispendioso. 

Nelle prime classi ginnasiali, nelle scuole tecniche e complementari, poichè 
è in qualche caso esplicitamente richiesto dai programmi, i giovani studenti 
fanno qualche disegno delle figure geometriche che studiano; fanno o dovreb- 
bero fare molti calcoli numerici (anche mentali); sono esercitati coi soliti istru- 
menti a riprodurre le più note e le più semplici costruzioni geometriche (tutt’al 
più con la costante esclusione del doppio decimetro). Nel ripeterle alla lavagna, 
dovrebbero valersi della riga e del grosso compasso di legno; ma anche questi, 
se pur esistono, tengono il più delle volte buona compagnia all’ Algebra del 
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Serret e alla Geometria di Clebseh! Purtuttavia, poco, molto poco, ma in que- 


sto primo studio dell’insegnamento geometrico, qualche cosa di pratico e di 
grafico si fa. i 

Ma dopo questo, più nulla o quasi nulla! 

La geometria e l’analisi diventano insegnamenti aristocratici e la geometria 
«non ha più (Dio liberi!) nessuno scopo pratico. Coi suoi procedimenti logici; 
col suo rigore deve formare, plasmare le intelligenze; e se occorrerà risolvere 
qualche problema, sia pure nel piano, basterà accennare le costruzioni: si 
traccia una retta di qui, un cerchio di là e si trova quello che si deve tro- 
vare, perchè così ce ne convince (ed è ottimo) il puro ragionamento e i teoremi 
indiscussi della geometria! La verifica è perfettamente inutile; alcuni pensano 
anche che il meglio, l’ideale, sarebbe addirittura VPabolizione delle figure (i som- 
mi geometri greci non si contentavano forse delle grossolane figure tracciate 
sulla sabbia ?); infatti le rette che voi tracciate sul foglio coll’arte e la perizia 
più raffinate non saranno che una grossolana rappresentazione delle rette dei 
geometri; il foglio di disegno il più levigato non è quello dei geometri. 

E la cosa è, nelle ultime classi delle nostre scuole secondarie, talmente 
bene intesa ed è quasi unanime il consenso che, salve rarissime eccezioni, io 
non: ho mai viste eseguite le costruzioni nè in iscuola, nè in casa. 

Non diciamo poi nulla sull’abisso, mai colmato, tra la poesia delle sapienti 
combinazioni algebriche e la prosa delle applicazioni numeriche! 

Ora senza voler toglier nulla al valore educativo delle teorie rigorose 
geometriche ed algebriche, quanto sopra ho notato a me non sembra giusto. 

Tutti sanno la grande importanza che Monge e la sua scuola attribui- 
vano al disegno nitido e sapientemente condotto, con felice vocabolo chiamato 
«épure »; tutti sanno quanto occorra saper bene e rapidamente calcolare in 
‘tutte le applicazioni della vita moderna. In un insegnamento ben condotto, 
non deve mancare la parte formativa, teorica, esposta con il rigore conciliabile 
in un insegnamento elementare; ma non deve mancare assolutamente la parte 
applicativa, integrazione della prima; il disegno, il calcolo numerico. Più o 
meno estesa, s'intende, a seconda dell’indirizzo della scuola, delle naturali di- 
sposizioni degli allievi; per quanto il disegno e la pratica del calcolo siano 
oramai quasi indispensabili a tutti. Perchè mai il professore di matematica 
deve far meno del collega di geografia che pure esige schizzi e carte e pro- 
spetti ? 

Ho spesse volte assistito ad ottime lezioni e ripetizioni; gli allievi mi 
hanno saputo perfettamente ripetere costruzioni non facili e descrizioni di curve 
classiche; ma alla mia domanda: le avete mai disegnate? non ho avuto che 
una risposta: no; basta la figura del libro; il disegno esige troppo tempo e 
non viene mai bene, come ci ha assicurato il professore. 

Credo che ben pochi (e voglio essere ottimista) di quelli che parlano del 
problema dei contatti circolari e del famoso problema di Apollonio si siano 
mai presi la briga, mai abbiamo avuto la curiosità di fare o di far esegnire 
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il disegno e di vedere nel caso più ovvio e lampant? gli otto bei cerchi tan- 
genti a tre dati! 

In qualche caso di giovanile entusiasmo, il professore si è pure permesso 
qualche piccola escursione nel piccolo orto della geometria del triangolo. Lieve 
colpa, perchè chi di noi non è stato, in giovane età, ghiotto di queste que- 
stioni, non è stato un triangolista? E del resto non si trova sino un cenno 
di geometria del triangolo (sia pure come interessante esercizio di piegatura 
di carta, giuoco sapiente e altamente istruttivo) nella geometria per i piccoli 
dei coniugi Young? 

Ebbene: avete mai disegnato o fatto disegnare il cerchio di Feuerbaceh 
e i suoi primi sedici cer_hi tangenti; o quello non meno famoso di Brocard? 

Ora io penso che il professore deve esigere che si disegnino le cose più 
importanti che riflettono l’insegnamento della geometria. I migliori disegni fatti 
anno per anno dai migliori allievi costituiranno il preprio album, il proprio 
erbario; anche da rinnovarsi di tanto in tanto. Oppure si potranno porre in 
appositi quadri esposti nella sala delle lezioni, per stare costantemente sotto 
gli occhi degli alunni; e per eccitarne la curiosità, eccitarne l'emulazione! E 
forse, chi sa, non soltanto questa. Sofia Kowalewski nei « Souvenirs 
de ma jeunesse » racconta della forte impressione ricevuta da vecchi disegni e 
dalle formule che ella vedeva su vecchi fogli di carta incollati alle pareti della 
sua stanza, e appartenenti al padre, generale russo! 

Quanto materiale egli potrà raccogliere in pochi anni, sia col lavoro pro- 
prio, sia colla collaborazione di più generazioni dì studenti ! 

In pochi anni, non V’insegnante, ma la scuola avrà un album e quadri in 
tale quantità da poter largamente riempire il secondo degli scaffali del nostro 
armadio. La varietà dei disegni si imporrà da sè; a seconda della cultura, delle 
predilezioni del docente, anzi dei vari docenti che per forza ineluttabile di 
eventi si succederanno nella scuola. 

Non ho la pretesa di dare dei consigli a chi ne sa più di me. Mi limito 
ad accennare a qualche altra cosa. 

Si potranno far disegnare le più celebri dimostrazioni del teorema di 
Pitagora: da quella meravigliosamente semplice dovuta forse ad un com- 
mentatore arabo di Euclide che riuscì a decomporre il quadrato della ipo- 
tenusa in tre triangoli, un quadrilatero ed un pentagono rispettivamente eguali 
e diversamente situati nei quadrati dei cateti (ridotta a mirabile piegatura di 
sarta dai coniugi Young); a quelle del’ Epstein, del Nielsen; o 
far costruire degli abachi grafici per la risoluzione in numeri interi dell’equa. 
zione pitagorica; o per quella dei triangoli eroniani. La risoluzione grafica 
delle equazioni (con rispetto alle dimensioni) e l’uso costante della carta mil- 
limetrata, col sussidio di coniche o di qualehe semplice curva algebrica o tra- 
scendente offre uno sterminato campo di disegni, di osservazioni preziose. Gli 
studenti vi si dilettano in modo meraviglioso, anzi con entusiasmo! 

E se poi il professore di matematica vorrà (e dovrebbe) unirsi in fraterna 
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collaborazione col suo collega di fisica e di chimica; quale altro immenso campo 
alle rappresentazioni grafiche delle oscillazioni armoniche e delle svariate loro 
composizioni; al moto dei proiettili; alla teoria del potenziale; alle più sem- 
plici curve cinematiche (moto a tre aste, p. es.) che pure interessano gli alunni 
di una delle sezioni dell’Istituto tecnico. 

La pazienza e l'abilità di ottenere un disegno bello ed esatto; le dimen- 
sioni stesse del disegno ben più ampie di quelle del testo; la diversa colora- 
zione delle parti del disegno; le piccole questioni che il giovane disegnatore 
deve superare da sè in ogni momento; insomma queste prime esperienze geo- 
metriche, non solo sviluppano, acuiscono il senso estetico e geometrico, non 
solo possono promuovere la invenzione geometrica, e la discussione dei problemi, 
ma danno una sicurezza ed una padronanza della materia che difficilmente 
si acquisterebbe in altro modo. 

Anche in questo i tedeschi sono maestri. Senza ricordare ciò che si fa 
nelle seuole tedesche, mi sia permesso richiamare la vostra attenzione sopra 
due libri in cui si possono avere ottimi modelli: quello del Noodt: Mathe- 
matische Experiementiermappe fiir die Hand der Schiiler; e quello meraviglioso 
di Auerbach, Die Physik în graphischen Darstellungen. 

Quel poco che io, in via di modestissimo esperimento e coll’aiuto di una 
«mia distinta allieva (proveniente dal liceo), ho potuto fare in pochi mesi, mi 
dà completo affidamento che quanto ho proposto non sia di impossibile at- 
tuazione. 

Voi vedrete, gindicherete e certamente saprete fare assai meglio. 


E vengo, rallegratevi, all’ultima parte di questo mio discorso; anzi a quella 
che devrebbe essere la più interessante; ai modelli, ed agli strumenti matematici. 

È incredibile tutto ciò che la più fine industria di artisti,. di meccanici, 
di matematici ha saputo produrre in questo eampo che va arricchendosi ogni 
giorno di più, 

Dai semplici e antichissimi istrumenti: la riga, il compasso, la squadra, 
a tutta la ricca collezione di compassi pel tracciamento di determinate curve 
(ellissografo, spiralografo, compassi cicloidali del Ridolfi, sistemi arti- 
colati, ecc.); dalle varie squadre cicloidali, evolventi, polisettrici; dai curvime- 
tri, planimetri, agli integrafi di Abdank-Abakanowicz a quelli del 
Pascal per la integrazione delle equazioni differenziali, per la risoluzione del 
problema balistico; a quelli dello Scatizzi; agli integrafi per le equazioni in- 
tegrali di Fredholm; all’analizzatore armonico di Coradi e di Michel1- 
son, veri miracoli di ingegnosità e di meccanica di precisione; dai fiori geo- 
metrici, dall’anello prestigioso del Suardi (1672) capaci di descrivere oltre 
mille curve antiche e moderne, alle miracolose penne geometriche del Kerr, 
ai vari armoniografi, wondergraph, all'auto Vibration Recorder, e al pendolo 
giroscopico di Gruey; dai semplici modelli di solidi in cartone, in gesso in 
celluloide, in cristallo ; dai semplici solidi decomponibili del Dupin e del 
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Rossi, agli eleganti modelli geometrici e cinematici dello Scechilling e 
del Brill; dalle semplici costruzioni di carta delle superficie quadriche me 
diante le loro sezioni circolari, alle ‘sapienti e raffinate costruzioni in gesso, in 
fili di seta, in celluloide, di superficie algebriche e trascendenti, anche le più com- 
plicate; dal regolo calcolatore e dai vari compassi geometrici alle portentose 
macchine calcolatrici (Brunswiga, Borrunghs); dalle figure stereoseopiche del 
Greenbhill, agli anaglifi del Vuibert; si ha una tale quantità di mo- 
delli, di strumenti matematici, di potente ansilio per insegnamento elementare 
e superiore, che a volerli nominare tutti ci sarebbe da scrivere un volume ; 
e, possedendoli, ci sarebbero da riempire, non uno scaffale, ma parecchie sale, 

Chi ami avere particolari completi ricorra al libro del Galle, al volume 
pubblicato in oceasione del trecentenario di Nepero, alle opere di A baka - 
nowicz e di Pascal, ai cataloghi dello Schilling e del Brill. 

Ne vedrete, mi anguro, buon numero nella visita che faremo ai Gabinetti 
della nostra Facoltà ed alla minuscola mostra che ho preparato. 

Il nostro ideale Gabinetto di Scuola secondaria non può naturalmente © 
aspirare a tanta ricchezza, la quale, per molti lati, sarebbe del tutto fuor di 
luogo e superflua. 

Vediamo quello che è possibile e ragionevole collocare nel nostro Gabinetto. 

Anzitutto i modelli dei solidi della geometria elementare. É presto fatto: 
Paravia vende, a poco prezzo, una buona raccolta di solidi di legno, larga- 
mente profusa, ma non egualmente utilizzata, in tutte le scuole d’Italia. 

Ho avuto sempre pochissima simpatia per queste raccolte; sono troppo 
rigide, troppo tozze; lasciano vedere poco o nulla dell’interno e se .cadono si 
deteriorano facilmente. Peggio ancora, non sono fatte dagli studenti; rapprer 
sentano una esperienza già fatta; invece l’esperienza la deve fare lo studente, 
guidato naturalmente dal professore. 

Quanto sono preferibili i modelli in cartone, quelli costruiti con sottil. 
asticelle di legno connesse con un po’ di cera e con sottili fili di seta, dagli 
studenti ! 

Colla carta si fanno cose meravigliose (l’osservava lo stesso compianto 
Vailati) come sa bene chi ha letto il più volte citato libro degli Young. E non 
si può credere con quale arte consumata vi si provino gli studenti, special 
mente le donne! pra 

Non so, del resto, se abbiate mai fatto l’osservazione che i bambini giuo- 
cano più volentieri con dei rozzi fantocci disegnati e ritagliati da un pezzo 
di carta colorata, che con una bambola artistica ! 


Nessuno dubiterà, io spero, che chi dopo aver studiato con ogni rigore 


geometrico, per es., i cinque solidi regolari, si sarà ingegnato a costruirli, re-- 


sterà più soddisfatto e ne saprà assai di più di chi si è contentato di studiarli 


e di vederli sul libro; poichè alla teoria avrà fatto seguire la verifica speri. 
mentale. Dirò di più: anche la lezione del professore sarà assai più efficace 
(perchè meno astratta e quindi meno noiosa) se la dimostrazione, la costruzione 
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teorica sarà fatta di pari passo (quando è possibile e lo è il più delle volte) 
coll’esame del modello. Non si esercitano forse le facoltà di astrazione dell’al- 
lievo? Eh! lasciamo andare. 

Questa facoltà di astrazione ben pochi la posseggono a sedici anni; in 
ogni modo, tra mani sapienti, il piccolo modello può essere una fonte inesau- 
_ ribile di piccole esperienze, di facili constatazioni, un avviamento all’osserva- 
zione, alla scoperta sperimentale di nuove proprietà che poi Vallievo cercherà 
di dimostrare per via logicamente rigorosa. 

Non poche volte ho assistito ad una prima lezione di geometria solida. 
Il Professore si è presentato avanti alla scolaresca armato del libro di testo 
e del solito pezzo di gesso (che del resto non ha adoperato). Ed ha cominciato 
la sinfonia colla introduzione degli assiomi e postulati; ha seguitato poi col 
maestoso e coll’adagio dei teoremi, terminando con l’allezro di qualche eser- 
cizio; il tutto, ben’inteso, in chiave di pura astrazione. Nove volte su dieci, 
con questo sistema, malgrado la sapienza del docente, non si arriva a tener 
desta più di un quarto d’ ora l’ attenzione di una scolaresca, che ha poc'anzi 
udito il comento di un classico, 0 è stata deliziata dai misteri della gramma- 
tica greca o latina, o ha assistito ad una lezione di fisica o di chimica in cui 
ha pur visto e sentito qualche cosa ! i 

La noia guadagna più o meno tutti quanti, compreso l’Ispettore (che il 
forte sentimento del dovere costringe a stare cogli occhi aperti); e non è pos- 
sibile ripetere lo scherzo di quel tale accademico in una grave seduta in cui 
si parlava dell’ échappement. 

Ma fate che il professore venga alle lezione armato di modelli, di fogli 
di carta (meglio se colorati); che faccia prima osservare, sperimentare, e poi 
dedurre e legiferare e tutti vedranno (come qualche volta ho visto io) nn cam- 
biamento di scena; la scolaresca si anima, comprende e (permettetemi la frase) 
digerisce subito. 

Io parlo qui anche per mia esperienza personale, che, sebbene si eserciti 
in campi diversi, ha pure un certo valore. 

Dunque si facciano costruire dei modelli di solidi decomponibili, con date 
dimensioni e di cui, in determinati casi V’allievo misurerà gli angoli confron- 
tandoli con quelli teorici; modelli che realizzino qualche difficile dimostrazione 
di geometria piana e solida; e sono innumerevoli quelli che si possono ideare 
pel teorema di Pitagora; pei triedri e loro supplementari; con i triangoli sfe- 
rici di varia specie tracciati su sfere reali di gomma, di celluloide, di legno. 
E si otterrà una delle più belle_ed efficaci integrazioni al proprio insegna: 
mento; si faranno, in piccolo, delle vere e proprie esperienze. 

Certo, non tutti gli allievi riusciranno egualmente bene; ma si tenga ben 
presente il famoso proverbio inglese: nessuno sa mai quello che è capace di fare 
fino a che non ci sì prova! Si provi, si tenti e si avranno risultati e sorprese 
mirabili. 
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I modelli migliori, i più artistici, verranno a far parte del patrimonio della 
scuola e riempiranno il terzo ed ultimo scaftale del nostro armadio. La raccolta 
crescerà di anno in anno e la emulazione potrà far fare miracoli; l’esperienza 
degli anni precedenti sarà savia ammaestratrice per le costruzioni future ; il 
materiale non sarà disperso; ogni professore a seconda delle sue preferenze, 
delle sue attitudini, del suo ingegno, facendo tesoro dell’esperienza dei suoi 
predecessori, troverà nuovi metodi per migliorare, estendere il campo delle 
esperienze e arricchire il Gabinetto della scuola colla diretta collaborazione 
degli allievi; effettuando così, con pochi sforzi e con poca spesa, una vera e 
felice integrazione di lavoro! 

Ma qui è possibile che « qualche vecchio brontolone » obbietterà: Dovremo 
dunque noi insegnanti di matematica, abituati a spaziare nel campo della pura 
astrazione e della immaginazione, armati dei severi e formidabili istrumenti 
della logica (e qualche volta anche dei simboli), ridurre i nostri allievi a dei 
puri artefici, a dei piegatori di carta, a dei ritagliatori di cartone; dovremo 
contaminare, violare, la pura geometria, la severa Urania, con dei pezzi di 
carta, con dei modelli quasi sempre inesatti e goffi? 

La risposta completa meriterebbe un lungo discorso ed io ho già abusato 
della vostra pazienza! Il geometra S. Kantor che verso il 1878 seguiva 
in Roma il corso di geometria superiore del mio venerato maestro L. Cremona 
sulle superficie ad area minima, chiamava il Cremona «geometra sleale » 
perchè egli si valeva dell’analisi! Oggi siamo tutti d’accordo che un geometra che 
volesse privarsi dell’uso dell’analisi, o un analista di quello della geometria, 
fanno un po’ l’impressione di chi, potendo camminare con due buone gambe, 
si eserciti nel discutibile e poco estetico sport di camminare con una gamba 
sola ! 

Nessun timore di « violazioni »; invece saggio richiamo, felice connubbio 
del puro ragionamento colla intuizione, della teoria coll’esperienza! E del resto 
risponda in ogni modo la storia. Galileo saggia coi fatti le scoperte leggi 
del moto; e diventa costruttore di occhiali, lavoratore di vetri; Torricelli 
non esita a discendere dalle sublimi investigazioni geometriche e meccaniche 
per diventare anche lui esimio costruttore di lenti e tutti sanno della abilità 
di Hnyghens che costruisce il suo pendolo cicloidale e il telescopio; di 
Newton; tutti sanno della fenomenale potenza di calcolo mentale di E u - 
l'e:rsegdi Cawn'chy.! 

L’esercizio di facoltà costruttrici, lo sperimentare ridotto alle semplici e 
modeste mansioni cui ho accennato, integra brillantemente lo studio della geo- 
metria; non deve nè abbassarlo, nè sostituirlo. Esso rende più facile, più at- 
trante un tale studio; esso mette una nota gaia tra le severe leggi della 
scienza | 


Non da i soli modelli eseguiti dagli allievi si debbono trarre gli indispen- 
sabili ausili per un insegnamento attraente e variato. 
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Molti altri ve ne sono cui accennerò brevemente. 

È ben nota la difficoltà che incontrano i principianti nello studio della 
stereometria, e nel dover rappresentare sopra il piano della lavagna o della 
carta delle figure solide. Si deve risolvere infatti un problema di prospettiva 
e lo studente lo risolve quasi sempre ineosciamente, facendo quello che vede 
fare al professore sulla lavagna e riprodotto nel testo. È assai dubbio che lo 
comprenda subito e ne penetri lo spirito ! 

Ad eliminare le prime inevitabili difficoltà, servono molto bene le figure 
stereoscopiche così largamente usate nelle scuole inglesi (Ladies schools) e che 
sono oramai ben note anche da noi. Se ogni allievo possedesse il proprio ste- 
reoscopio, colla corrispondente figura relativa al teorema da dimostrare, il pro 
fessore sarebbe dispensato dai fare la figura alla lavagna; vi sarà risparmio 
di tempo e maggiore chiarezza. Io stesso ho sperimentato la bontà del metodo. 
Dopo poche prove, gli alunni, anche i meno pronti sapranno riprodurre le 
schematiche figure alla lavagna (perchè ora ben impresse nella mente) e rifare 
la dimostrazione senza il sussidio della figura stereoscopica. 

Non sarà facile avere 30 o 40 stereoscopi; ma uno o due se ne possono 
avere certamente e anche con questi ci si può industriare. Ma forse si può 
.cercare per altra via una soluzione meno dispendiosa! 

Esistono in commercio (naturalmente marca tedesca) degli album di vedute 
panoramiche delle principali città del mondo. Viste ad occhio nudo sono piut- 
toste bruttine, a contorni slavati ed indecisi, in due colori (rosso e blu). 

Ma guardatele attraverso un doppio occhiale di celluloide, uno rosso e 
l’altro blu, e dopo un po’ di adattamento, regolando la distanza, i colori com- 
plementari si fondono, i contorni diventano visibilmente netti e tutta la figura, 
in nero, par che si stacchi dal foglio; case, alberi, uomini paiono come rile- 
vati e situati in piani diversi ! 

Il Vuibert ha voluto sfruttare gli stessi principi per il rilievo delle 
figure geometriche e ne sono venuti fuori gli Anaglifi. 

Sono veramente semplici e meravigliosi; costano poco e sono alla portata 
di tutti. Alcuni dei disegni, p.e. la figura degli scaneloidi inseritti e circo- 
scritti nella piramide triangolare; alcuni complicati poliedri per lo studio della 
cristallografia, e fino le figure di alcuni istrumenti, viste a traverso il doppio 
occhiale colorato, sono veramente impressionanti! Quelle figure, rigide, Vuna 
poco diversa dall’altra e quasi sovrapposte, si fondono, si animano; par che 
una virtù magica le faccia sorgere dal foglio; le rette diventano tanti sottili 
fili di seta che a piacere si fanno allontanare e avvicinare ! 

L’esempio del Vuibert è stato imitato e ampliato; ed ora possediamo 
altre magnifiche tavole pel rilievo in geometria. 

Io penso che non sia difficile riprodurre collo stesso sistema le più note- 
voli figure della stereometria su grandi quadri murali da disporre sulla fava- 
gna; basterebbe in tal caso che ogni studente si valesse del doppio occhiale 


colorato di celluloide, con una spesa di pochi soldi. La cosa non è stata ancora 
tentata, per quanto ‘io sappia; ma mi auguro lo sia ed al più presto. 

Non mi dilungo sull’uso continuo che lo studente dovrebbe fare delle ta- 
vole matematiche e sui veicoli al servizio dei calcolatori di cui ha parlato 
colla usata competenza il Loria; dalle più modeste alle più complete (cito solo 
quelle dello Iahnke); dalle umili tavole di logaritmi alle tavole dei numeri 
primi pubblicate in America a quelle del nostro Poletti, destinate a svelare 
ancora non pochi misteri della teoria dei numeri! 

E così mi pare che un po’ per anno, con lievissima spesa, abbiamo riem- 
pito il nostro armadio e costituito il gabinetto sperimentale di matematica; 
sopratutto con poca spesa. 

Perchè se si chiedessero al Ministero della P.I. dei fondi anche modesti 
per la fondazione e la sussistenza di questo nostro Istituto sperimentale, anche 
in questo momento in cui le scionze sperimentali sono così degnamente ed 
altamente rappresentate al Ministero della P.I., potete essere più che certi 
che tale Istituto o non sorgerà mai, o, se non si vuol essere così pessimisti, 
per lo meno con una secolare lentezza! Ma la collaborazione e talvolta, chi 
sa, anche la generosità degli studenti; l’industria del professore che deve va- 
riare in ragione inversa del quadrato o del cubo dei soldi che sono a sua 
disposizione, possono e debbono far miracoli. 

Lasciatemelo augurare pel bene della nostra scuola! 

E, torno a ripeterlo, per i modesti scopi dell’esperienza che può farsi in 
un istituto secondario, non occorrono oggetti di lusso e costosi, da lasciare ad 
istituti superiori forniti di adeguati mezzi finanziari; come del pari per dare 
una prima e sintetica visione di qualche importante scoperta o legge o teorema, 
non è del tutto inutile valersi di qualche procedimento un po’ sommario e 
intuitivo! 

Abusando ancora della vostra pazienza, permettetemi di insistere con 


qualche esempio. Vi confesso che questa dei modelli è stata ed è sempre una. 


mia debolezza, una passione; e permettetemi questo piccolo sfogo di vanità, 
ricordo a mio onore aver fatto discutere, in Napoli, due ottime tesi di laurea 
per ognuna delle quali si era costruito il relativo modello (giroscopio della 
Kowalewski; doppio pendolo). 

Poche asticelle di spesso cartoncino o di legno sottile permettono a qual. 


siasi studente di riprodurre i modelli dei più semplici inversori (Peaucelo 


lier, Hart) e di constatare sperimentalmente le più notevoli proprietà della 
trasformazione per inversione; un bnon cartoncino e un di foglio di carta 
oliata, permettono, sperimentalmente, la riproduzione di una o dell’altra delle 
curve cicloidali nel moto di una figura piana nel proprio piano; teorema e 
teoria che figurano nei classici elementi di geometria del Bobillier, dedi- 
cati alle scuole di operai (a quelle scuole in cui, almeno in Inghilterra, non 
si teme di parlare di vettori, di derivate e di integrali); un cordone di cane- 
ciù fissato in un estremo e recente nell’altro un piccolo giroscopio (di quelli 
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che si vendono nelle fiere, senza ricorrere alle sapienti costruzioni di Max 
Kohl) fa comprendere in modo lampante il teorema di Frisi sulla composi- 
zione delle rotazioni istantanee intorno ad assi concorrenti; un ruvido blocco 
parallelepipedo di legno o un modesto libro, visto dal diritto e poi, in due di- 
verse maniere, dal rovescio, dà la semplice legge della composizione di due 
simmetrie intorno ad assi ortogonali; la figura posta da Galileo al principio 
della terza giornata dei Discorsi sopra due nuove scienze, e che si è trovata 
essere almeno anteriore di’ tre secoli a Galileo, fa comprendere, senza integra- 
zione o passaggi al limite, istantaneamente, la relazione celebre tra spazio e 
tempo nel moto uniformemente vario; e finalmente, l’uso, non molto religioso, 
di un modesto rosario o catena omogenea attorcigliata ad un prisma triango- 
lare, secondo la mirabile idea dello Stevin, conduce alla scoperta della 
legge di equilibrio sul piano inclinato ! 

È incredibile ciò che può insegnare di geometria e di meccanica quel 
meraviglioso giuocattolo che è la trottola o il giroscopio. 

I tentativi di riprodurre in modo grossolano la celebre rappresentazione 
di Poinsot del moto di un mezzo ellissoide di gesso, a centro fisso, che 
rotola su di un piano cosparso di nero fumo, gettarono i primi dubbi sull’esi- 
stenza dei flessi della erpoloide dando poi origine ai lavori teorici di H e s s 
edi De Sparre e quindi ai modelli plù perfezionati di Grassmann jun. 

Anche le determinazioni sia pure grossolane delle radici di una equazio- 
ne di 2° grado colle intersezioni di una parabola fissa con una retta; o quelle 
di una di 3° grado colle intersezioni di una parabola con un cerchio; la ve- 
rificazione sulla carta del teorema di Pitagora sui triangoli a lati interi; la 
ricerca del valore di 7 colla misura diretta di diametri e circonferenze di mo- 
monete, dischi, tondi di bicchiere, ecc. e finalmente tutto ‘lo sconfinato campo 
delle approssimazioni numeriche, non sono forse altrettante piccole esperienze 
accessibili a tutti ? 


Insomma bisogna operare e far operare; risvegliare certe facoltà che in 
maggiore o minor grado ciascuno di noi possiede; inculeare anche dalla Cat- 
tedra di matematica che se è bello, sublime seguire i voli della fantasia, le- 
esigenze più estremiste del rigore, è ugualmente bello ed utile scendere alle 
applicazioni; bisogna, in altre parole, anche in matematica, essere più fattivi, 
direi quasi più dinamici! Come nel fatto lo si è nelle scuole estere. 

So bene: questo desiderio di far poco o nulla nel senso esclusivamente 
pratico; aver, non dico paura, ma un po’ di disprezzo per la piccola esperienza 
matematica (contenuta entro i modestissimi limiti cui ho accennato); inna- 
morarsi della pura speculazione e disdegnare l’esercizio più modesto e più 
noioso del tracciamento di curva, di un caleolo numerico che vi costringe a 
litigare coll’aritmetica ed a far uso delle tavole, é, diciamolo francamente, un 
po’ nell’indole della nostra razza, nelle caratteristiche del nostro ingegno. Il 
nostro paese che ha avuto e vanta uomini sommi sia nel campo -della pura 
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speculazione scientifica, sia nel campo puramente sperimentale; presenta, molto, 
molto meno delle altre nazioni, esempi di quel felice connubio dell’ alta spe- 
culazione scientifica colla abilità sperimentale che è sopratutto vanto dell’In- 
ghilterra e della Germania. 

Basti citare (e non nomino i viventi) Thomson, Maxwell, Ray- 
leig, Helmholtz, Kirchhoff, Hertz. 

I nostri tempi (e più ancora l’avvenire) richiedono bensì uomini di alta 
scienza; ma altresì nomini alacri e fattivi capaci di maneggiare il caleolo con 
consumata abilità; non insensibili alle sottili investigazioni dell'analisi e della 
geometria, ma anche abili davanti ad un tornio ; pronti a saper far funzionare 
una macchina come a comprenderne e a idearne la teoria e la costruzione. A 
questo grado non si arriva che con una lunga, lenta e continua preparazione ! 

La scuola secondaria può, secondo il mio modesto parere, essere il primo 
e più facile gradino di questa lunga ed erta scala. 

Mi par quasi di sentire insieme col sospiro di sollievo per la fine della 
mia conferenza, un grido di orrore. Dio mio !a quante cose deve servire questa 
benedetta scuola ! 

Formazione ed educazione della mente coi rigori logici; ampiezza di co- 
gnizioni ; esercitazioni; vettori, derivate ,.... ed ora ci vorrebbe anche .... 
la esperienza e le costruzioni di modelli ! 

Ma tutto « est modus in rebus ». L’ armonia e sopratutto il buon senso 
della misura, sono doti eminentemente italiane e della gran maggioranza dei 
professori delle nostre: senole secondarie ! 

A voi adunque, gentili e paziente uditori, di dichiarare se da queste po- 
che idee, possa ricavarsi qualehe cosa di bello, di utile, di proficuo, per ciò 
che, pure nelle strcettezze e amarezze dell’ora presente, è sempre nei nostri pen- 
sieri, nel nostro cuore; la nostra scuola ! 


CONCORSI AL PREMIO TENORE 
PRESSO L'ACCADEMIA PONTANIANA DI NAPOLI 





I. Le ricerche aerodinamiche di Joukowski e loro applicazioni. 

II. Un lavoro storico monografico relativo alle diverse ricerche che abbiano 
® rfezionato o esteso il teorema di Sturm sul numero delle radici di un'equazione 
algebrica (Brioschi, Trudi, Darboux, Terquem, Kronecker, Phragmen, ete.). 


Premio, per ciascuno dei due concorsi: L. 446,25. 
Lavori anonimi, contrassegnati da un motto. 
Scadenza: 31 Marzo 1923. 
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SUI DETERMINANTI DI DIFFERENZE 


NOTA 


DI 


SALVATORE COMPOSTO (a Palermo) 


1. È noto che date le 2n — 1 quantità 


DDA ua 


o A 00 + don-2 9 


il determinante di Hankel 


dA, UE: 


È Lame | 


a [RISAIE 


(2) A 


n 


An, An è +. dan 
sì può porre sotto la forma (!) 
(0) (4) (n_1) 
À, A, . ‘. . AS 
(1) 2) ") 
A, DA 
(3) 


(n_A) n) 2n—2) 
A, AMESTAI 


in cui le A, indicano le differenze prime delle quantità (1), ed in cui, pr 
uniformità di notazione, abbiamo posto a, = A. 


È noto anche che se gli elementi (1) formano una progressione aritmetica di 
ordine (n — 1), il determinante (2) risulta uguale a 


n(n—-4) 


fl Ar 


(1) Cfr. Pascal, I determinanti. Milano 1897, pag, 88. 
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Se poi gli elementi (1) formano una progressione aritmetica d’ ordine mi- 
nore di (n — 1), il determinante (2) è uguale a zero, come è uguale anche a 
zero se gli elementi considerati formano una progressione geometrica. 


2. Noi ci proponiamo qui di calcolare, prima di tutto, il valore di un de- 
terminante analogo al determinante (3), formato con le differenze A, delle 
quantità 

1 1 1 j: 


(4) o @ Jef EIA e A e; 


Ricordando che (') 


i SA 
i XL Sg (a , R)nk, 








in cui (x, À),, indica la potenza fattoriale n° di x a differenza h, e continuando 
ad indicare con A, la differenza prima di ordine n delle quantità (4), e con 


‘AO 
A; la quantità —, risulta 
® 


(0) (4) i 
AS. ASM.. AMO 


A," AO... A, 112!8t..: (a. —-1) Paseo 


A, uni ———+»»Y»»VYN“WHO*-;-->»_. Î°©5Nliiìiliillljiìljjùjbie 7 KW 
e" + ht (a +4 24)"-?...(£ 4 (n — 1A) 


(2-1) (7) (22—2) 
|A, A POETA 


1 tal ti Si bia 
na 2 ua 
xh xe+2h Sepe ila 
1.2 SISTS (—1}°Hn (n-t-1) 
>S (e4-h)x+2h) (e+-2h)(e+34) """" (e+-nh)c+(n+1)M) 
(—1)°-!1.2...(n—-1) (—1)°2.3...n (—1)"-?n(n4+1)...(2n 9) 


(ePA)...(CH-(n—1)h) (04204)... (e4nh)  ““*  (24nh)...(c+(2n—2)h) 


Moltiplicando gli elementi della 2°, 4%, 6%.... parallela alla 2 diagonale 


(') Cfr. Pascal, Calcolo delle variazioni e calcolo delle differenze finite. 22 ed, Milano 1918, 
pag. 218. 


vii i v ici di rt r rin bia RIPETO, SERENO pe (IT 
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di quest’ultimo determinante per (—1), il suo valore non cambia, come si può 
facilmente dimostrare, si ha quindi 


11213!... (n —1)IR0- 


= ea + ha +20"... (C+ (n_-1 o 
1 1 1 
si 2 n 
x+h x--2h "0 etah 
se 1.2 2-3 n(n+1) 
(+ h)(04-2%) (e+-24)(x+-3A) 0 (+ (4 (n+-1)h) 
1.2...(n—-1) 2.3... n(n41)...(2n—-2) 
(C+A)...(e4(n—1)4) (e +24)... (e4nh) “0 (a-nh)... (c+(2n—-2)h 


Ma il valore del determinante che comparisce nel 2° membro di quest’ul- 


tima uguaglianza è dato (') da 


k=n—-1 
1!2!...(n—- 1)! (2, Mx 
k=1 
i [e Lih, N), 
il 


e perciò risulta 


% OE AE RA 
i x(e{-Me+-2hf... (e +(n—1)4Y"@+nhy-! AR (x-+(2n--3)h)"(e+(2n—2)h) 


ossia 
(1124... (n — 1)1} Re! 
(5) A,= Sara Peace que orli 
i La (CH dh, N), 
i=0 


()) Vedi nn altro nostro lavoro « Sui determinanti Wronskiani fattoriali ». Nota 23, Giornale 
di Matematiche di Battaglini, vol. LVII (1919). 
VOL, LX, 
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3. È chiaro che la (5) dà anche il valore del determinante 








1 IL 1 
oLh 0 dm 1h 
iL 1 nl 
(7) D,=/e + % a+ 2h’ a+ah 
1 a 1 


GAS MS R 


Dalla stessa (5) risulta allora che il valore del determinante (7) è uguale al 
prodotto dei suoi elementi moltiplicato per 


[(LI21, lee DIREI 
si ha cioè 


(3) DI VB RTS DI 


in eui P, indica il prodotto di tutti gli elementi dello stesso determinante D,,. 
Per h intero, il quoziente del determinante ID, per il prodotto dei suoi ele- 
menti è allora uguale al quadrato di un numero intero. 
Indicando con D', il determinante (7), in cui al posto di x si pone la 
quantità x’, e chiamando con P', il prodotto di tutti gli elementi di questo 
nuovo determinante, dalle (8) si ha 


cioè è due determinanti D, e D', sono proporzionali ai prodotti dei loro elementi. 
E così via. 
vPerinr=h==ierisulta 


1 1 
li WR 
2 n 
1 1 st si 
2 3 SM Ra (n n \(n+1\{(n{2 2n-1 
nie AZIONE DI e 
1 l 1 
mn n+1° 2n-1 
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relazione che era stata di già trovata, per altra via, nel nostro lavoro prece- 


dentemente citato. 
Mero Id, 


si ha invece 


1 di di 
i8: 20001 
1 1 È 
3 5 3 Sus (LIT... (n1) jr 2» 
-1-3%-53... 2a—1)"(2nH4-1"-12n-+-3)"-?... (An—3) 
1 DI E 
2n-1 2n+10 0" 4n—3 
ecc. 
4, Consideriamo ora il seguente determinante 
A,® SIA) 
A, ASTA 
(9) Wn,= 
A.) DIETA I AI 


in cui A, indica la p”° differenza delle quantità (4). z 


Si ha allora 





nnt) 
cm +4? 112!...n1 
(10) eadcifa x+4+- 2h)... (C+ ( a — DE Pal) 
1 ot 
1 1 aio 
+ 2h ‘a+ 


1 
><I (€ + 24)(£ + 3A) 


fatato 


(@ + nh) 


® .* 0. » 


1 
(+4 (n + 1h) + (n + 2)10) 


(++ 1h)... (C+ (2n— 1h) 
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in cui per » pari il segno è dato dallo stesso segno che assume l’ espressione 
n n+1 
(— 1)?, e per ® dispari dallo stesso segno che assume l’espressione (— 1) 2? . 


Osserviamo intanto che se nel determinante che comparisce nel 2° membro 
della (10), e che indichiamo per brevità con H,, togliamo dalla 2* linea la 
1 1 
xqH4 2h e 43h 
via, il determinante H, si trasforma in un altro d’ordine (n — 1), le cui linee, 

dalla 1° all’ultima, hanno rispettivamente in comune i fattori 





e così 





1° moltiplicata per ; dalla 3°, la 2* moltiplicata per 


—h —h —h 


(HI) c4+2h a+4+3h°0°%' + nh 


e le cui colonne, dalla 1* all’ultima, hanno rispettivamente in comune i fattori. 


1 2 nT— 1 


ai #4 BR aL Ah e (A 


Indicando con H',., questo nuovo determinante, dopo che sono stati messi 
in evidenza i fattori (11) e (12), si ha 


He Ie NI 
"(+ 2h + 34°... (0 + nh 4 (n4 Da) 


Con analoghe considerazioni, si ottiene infine 


n(n—4) 


+ n? 112!...(n-1)! 


(19) HS Pete pay AP DI Pn 2h 1h) 


in cui, per » pari il segno è dato dallo stesso segno che assume la quantità 
a n_A 


(—1)?, e per n dispari dallo stesso segno che assume la quantità (138 


Dalle (10) e (13) risulta allora 


(1)Y°RY[1!21...(n- 1)I}-n! 


21 \( 
ossia 


(11121... (n 1)! 


i=n—1 


[[e+ih hu, 


i=0 


W, 


5. Dalla (13), dando ad « e ad » particolari valori, si possono dedurre i 
valori di particolari determinanti. 
Così, per esempio, ponendo £ = p — 2h, si ha 


1 re 1 
ni i 

p pt (n 1A 

Ira,” SARAI 

PD +h) (+ M_- 1A)(pH+ nh) ca 
a LA sil I IA I TATO a 
P(p+h)...(p+(n_- 2%) (p+(n—-1h)...(p+(2n—3)h1) 


n(n_4) 


3° th * 1121...(n-1)! 
— D(PHAî...(P+M_-2)hYT(p+Mn_-1)h)Y... (p4-(2n—4)h)(p+(2n—3)h) 





in cui il segno, come abbiamo visto, si può determinare facilmente. 


Ponendo p=Ah= 1 risulta 


1 Î Pata 
1 1 
Ù 2 2 - 
1 1 1 
1.2 2.3 Sat 1) DO 
1 1 1 


1.2.--(n—1) 2-3---n 0°" mot1)---(2n—2) 


+1121!..(n-1)! 
1-2%-8%.(n- 1) (n4+1)°-...(2n—3}(2n—2) 
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Per p=1, A =2, si ba 





1 1 1 
1 i 
È 3 2n-1 
I 1 1 
1-3 3-5 "°° (2o—1)(2n-4-1) "n 
1 1 1 


1.3...(2n—3) 3-5--.(2n—1) U (2n—1)2n--1)---(4n—5) 


n(n_1) 
+2? 1121...(n.1! 
1.3°.58...(2n—3)"/(2n—1)"-{2n+1)"-2...(An—7)° (4n—5) 





E così via. 
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LE SUPERFICIE RAZIONALI D'ORDINE 


DOTATE DI RETTA (n—v)pla E DI PUNTI y-pli 
NOTA 
DELLA 


Dott. GRAZIA NOBILE (a Napoli) 


In questa Nota mi occupo delle superficie di ordine » che hanno una 
retta multipla di ordine n — y e punti multipli di ordine y, per y> 2, senza 
presentare alcuna altra particolarità. E propriamente dimostro il teorema che: 

Essendo i numeri y, a interi, il primo maggiore di 2, il secondo maggiore 0 
uguale a zero, ogni superficie 5 di ordine n che abbia una retta multipla o di 
ordine n —-y e k punti P, in posizione generica, multipli di ordine y, qualora 
non presenti alcuna altra particolarità, è razionale se 


essendo s—=38a + 1 è n_-y=Va+1, 
» k=3a-+ 2 » n—_y=va +2, 
» k_=3a +3 » n_—-y=va |- 3. 


Nel primo caso la superficie 5 non presenta alcuna linea multipla, oltre la 
retta 0; nel secondo caso essa ha per linea mullipla di ordine y—- 2 la curva 
di ordine 2a {-1 che incontra la retta o in 20 punti e passa per i 3a + 2 
punti P, e però non presenta linee multiple diverse dalla 0 soltanto nel caso che 
sia y=3; mel terzo caso è necessariamente y=3 e la superficie non presenta 
linee mulliple diverse dalla o. 

Le superficie dei tipi indicati sino ad ora note sono soltanto quelle per 
le quali è y= 3, nel qual caso dal teorema da me stabilito si deduce come 
caso particolare il teorema dovuto al Dott. Tummarello (') che: 

Ogni superficie di ordine n, dotata di retta multipla di ordine n—3 e di 
n—3 punti tripli, è razionale. 


(4) « Nuovi tipi generali di superficie razionali. Superficie d'ordine m con retta (m—3)-pla ed 
m_—3 punti tripli », Gior. di Mat. di Battaglini, Vol. LVIII (1920). 
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In questa Nota costruisco e studio i tipi generali di superficie dovuti ai 
valori arbitrari del numero y, assegnando di ciascuno di essi la rappresenta- 
zione piana di ordine minimo. 

Inoltre prendo anche in esame la superficie di ordine n dotata di % punti 
multipli P_di ordine y>2 e di una retta multipla o di ordine n—y, nell’ipo- 
tesi che sia 


k_=3a 42 ; n_-y=yva 41; 


e dimostro che una superficie siffatta ha una linea multipla di ordine y—1 
nella curva e di ordine 2a + 1 che passa pei punti P e si appoggia in 2a 
punti alla retta 0, e però la superficie risulta monoidale, essa cioè da una 
retta incidente alle linee 0, c è segata, in generale, in un solo punto fuori 
delle due linee. 

Anche di questa superficie costruisco la rappresentazione piana di ordine 
minimo. 


1. Per dimostrare il teorema enunciato considero una trasformazione bi» 
razionale K degli ordini a + 1,20 4 1 e di genere zero: 


Katia = 0030] PO 


fra i punti di due spazi S, S’, che abbia per fondamentali nello spazio S una 
retta o multipla di ordine a e 3a punti semplici P in posizione generica e 
nello spazio S’ una retta 0’ multipla di ordine 2a e 32 rette semplici r’, sghem- 
be fra di loro due a due e tutte incidenti alla o’ (*). 

In tale corrispondenza ad una superficie del primo spazio rispettivamente 
del tipo : 


oi = 1 3a| P‘ ; Ea ; Da ; 3a] P* 3 eri, È Pda 
O, =.0%%,.3a| Po, Prati Prato 3 P'sats 


corrisponde ordinatamente nel secondo spazio una superficie del tipo: 
O'n-ay = 0-(+9)Y Ps 0° ay = 0-44) 2 ga 0 RA 
essendo ogni punto P’ l’omologo nella corrispondenza K di un punto P, non 
fondamentale, multiplo di ordine y per la superficie 0,,. 
Ora per le predette superficie 0’ occorre notare quanto segue : 
le Seèn—-y=yx +1, la prima delle superficie 0’, cioè la superficie 
0'n-ay = 0"-1!*P", risulta del tipo 0’,4, = 0/P", cioè è un monoide dotato di 


(*) Loria. Sulla classificazione delle trasformazioni razionali dello spazio, in particolare 
sulle trasformazioni di genere zero. Rend. R. Ist. Lomb. Serie II, vol. XXIII. 


4 pile oa e» A VOR VAI 
a » “ ‘ p Ù eg + fe. : 
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una retta semplice 0’ non uscente dal vertice. Esso è razionale e però la corri- 
spondente superficie o è razionale. 

2° Se è n—-y=ya + 2, la seconda delle superficie 0’, cioè la 
O'n-av = 0-45 , 2P", risulta del tipo 0’,4,= 0", 2P". Questa superficie ha 
per retta multipla di ordine y- 2 la congiungente i due punti P’; corrispon- 
dentemente si ha che la superficie 0, ha una linea multipla di ordine y — 2 
nella curva 8,94, = 0°, 3a4-2|P, omologa nella K della retta s’. Perciò la o 
non presenta linee multiple diverse dalla o soltanto nel caso che sia y—=3. 

In ogni caso la superficie 6° con trasformazione birazionale 


Ri 002 (0) (R’ su 0°) 


sì muta in una superficie 0”,,, = 0”y”*-1, in una superficie, cioè, di ordine n’ 
dotata di retta multipla di ordine n” — 2. Questa superficie è razionale e però 
risultano anche razionali le superficie 0’ e 0. 

3.° Se è n—-y=vyva +3 la terza delle superficie 0’, cioè la superficie 
0-04, 3P", risulta del tipo 0°,4,= 0%, 3P". Questa con trasforma- 
zione birazionale 

Rea Sio: 3r°! 

si muta in una superficie di 3° ordine 6”, che da ogni piano del fascio (0°) è 
segata in una curva di ordine y>2. Ne segue che y è necessariamente uguale 
a 3, cioè la 6”, non contiene la retta 0”. Essa è razionale e però sono anche 
razionali le superficie o’ e o. Resta così dimostrato il teorema. 

Viceversa, partendo da un monoide 60’,;, = 0’P’ che presenti una retta sem- 
plice o’ non uscente dal vertice, o da una superficie 0°,,,==0%r'%-1 nella quale 
la retta o” sia una geueratrice arbitraria, o da una superficie generica di terzo 
ordine ed effettuando le trasformazioni birazionali inverse a quelle indicate si 
ottengono nello spazio S rispettivamente superficie del tipo 


Cip = 09, 3a + 1|P* (per v= 8) 
C(a4)vty = 091°, 3a + 2|P" (per y= 3) 
Gla4)v=g = 04 , 3a + 3|P" (per y= 3) 


indicate nel teorema, 
Con ciò riesce agevole determinare la rappresentazione piana d’ ordine 
minimo delle superficie in esame, 


2. Avendo un monoide o’ di ordine y+ 1, di vertice P' che non presenti 





(*) Cremona. Opere matematiche. Tomo lII, pag. 244, b). 
VOL. LX. 4 


X 26 ) 


altra particolarità fuorchè di avere una retta semplice 0’ non uscente dal ver- 
tice, le curve di ordine y, sezioni variabili del monoide con i piani del fascio 
che ha per asse la 0’, sono proiettate dal vertice P'’ secondo coni di ordine y 
che costituiscono un fascio avente per base y? rette semplici uscenti da P' del 
monoide o’. 

Il fascio di coni è proiettivo al fascio di piani (0°) e nella proiettività che 
ne risulta, al piano w = P’o' corrisponde il cono del fascio, tangente nel punto 
P' al monoide. 

Questo cono sega il piano w' in y rette semplici del monoide uscenti da P‘. 
Esse con le y° rette basi del fascio di coni già indicato costituiscono il gruppo 
completo delle y(y +4 1) rette del monoide uscenti dal vertice. 

Viceversa dati due fasci proiettivi, l’nno di piani di asse 0’, l’altro di coni 
di ordine y e di vertice P’, nell’ipotesi che il punto P’ non sia sulla retta 0‘, 
la superficie generata dai due fasci è un monoide di ordine y-|-1, di vertice P‘ 
che ha per linee semplici la 0’, le y° rette basi del fascio di coni e le y rette 
sezioni del piano w' = P’o’ col corrispondente cono ). Questo è il cono tangente 
nel punto P' al monoide d'. 

In una rappresentazione canonica del monoide 6’ sopra un piano arbitra- 
rio 7 nella quale il sistema rappresentativo sia costituito da curve 


C'x4,=Y|Q ; |S, 


î y punti S sono su una retta 0,, immagine della retta o’; mentre i y° punti Q 
sono base di un fascio di curve di ordine y, immagini delle sezioni variabili 
del monoide coi piani del fascio (0°). 

Nel fascio di curve vi è la linea c’,4,=v |Q,y| S immagine del vertice 
P' del monoide. 

Ciò posto, si assegnino nello spazio 3a rette 7", soddisfacenti soltanto alla 
condizione di essere incidenti alla o’, per a intero, positivo, arbitrario. 

Resta allora determinato il sistema omaloidico Y' costituito dalle superficie 
Tap, = 0, Salr!. 

Le immagini sul piano x dei punti di sezione, non situati su 0‘, del mo- 
noide o’ con una retta 7’, sono y punti P, situati su una retta s', e su una 
curva e’, = y|Q. 

E le linee variabili, sezioni del monoide con le superficie del sistema Y°, 
hanno per immagini curve 


C' ga} Y=V°|Q®H , y]S , 3ay|P. 


I (3a + 1)vy punti semplici che le curve c' hanno in comune, saranno tutti 
indicati col simbolo S. Essi, per quanto sisè detto, si distribuiscono in 3a+1 
grappi: ogni punto appartiene ad un gruppo ed ogni gruppo contiene y punti 
situati su una retta e su una curva ec, = Y|]Q. 





oi tn i Ati‘ radio sb ie 
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Le curve e’ formano il sistema rappresentativo sul piano 7 della superficie 


Clatyvi, = 01! , 3a + 1|P" 


omologa del monoide o’ in una corrispondenza cremoniaaa spaziale K = o , 3a|P; 
o’ ,3a|r', collegata al sistema Y. 

La superficie fondamentale, omologa nella K. della retta 0’, sega il mo- 
noide o' in una curva che ha per immagine una linea 


8'ravt, = V|Q?® , (3a + 1)v|S. 


Questa dunque è l’immagine sul piano x della retta 0 della 6 e propriamente 
ogni punto della o ha per immagine un gruppo di xy +1 punti della linea in 
discorso. 

Così i piani fondamentali ©’, = P'r', segano il monoide, oltre che nella 0’, 
in curve le cui immagini sono le w,® = y|Q, v|S,; (per A=2,...;3a +1 
fe loda). 

Queste curve, insieme con la linea u',0 = w|Q , v]S,;, immagine del ver- 
tice P' del monoide, sono dunque sul piano 7 le immagini dei puuti y-pli P, 
della superficie. 

Si è con ciò ottenuta la rappresentazione piana d’ ordine minimo della 
superficie 0. i 

Si è visto che il monoide o’ è generato da un fascio di piani e da un 
fascio proiettivo di coni. 

Corrispondentemente la superficie c è generata da due fasci proiettivi, 
l uno di piani, l altro di superficie ga+,vy= 0, 3a + 1|P", vc aventi in 
comune le y° curve 6,44, = 0°, 3a + 1|P, della superficie o, omologhe nella K 
delle y° rette del monoide 0’, sghembe con la 0”. Perciò le curve in discorso 
sono le linee della superficie c che sul piano x hanno per immagini i punti 
base Q,,.-.,Q del sistema rappresentativo. 

Invece i punti base semplici S,,,...,Sw di tale sistema sono le imma- 
gini delle y rette semplici, sezione della superficie 6 col piano t, = P,0 per 
ve] 1 


3. Si parta da una superficie 0°,4, = r*-, Nella rappresentazione d’ordine 
minimo di tale superficie sopra un piano 7, il sistema rappresentativo è co - 
stituito da curve 


Cv4, = R'* , 3y— 1|P.. 


La retta multipla »’ ha per immagine la curva cy= R-° , 3v— 1|P,, le 
rette semplici c' hanno per immagini i punti P, e le rette c’, = RP’, (!). 


(4) V. Noether, Ueber Fléichen welche Schaaren rationaler curven besitzen, Math. Anna- 
len, Bd. III, $ 5, 


SR 


Mu ga 


Ora, fissata sulla superficie ad arbitrio la retta c', che abbia per imma- 
gine sul piano © la retta e' = RP,, si assumano ulteriormente nello spazio 
3a + 2 rette r’,, incidenti alla c'. Con ciò resta determinato il sistema oma- 
loidico Y' costituito dalle superficie 


’ — n' 2a+2 f ,’ 
Toats = Ot, 7°) 3a4-_ 2% 


Il punto Q' sezione delle rette c’,,7° ba per immagine, sul piano r,yv— 1 
punti della curva c,. Uno di questi punti è sulla retta ec = RP,; gli altri 


siano i punti Q,,...,Q, 
Così le immagini sul piano x dei punti di sezione della superficie 6°,4, con 


la retta r'’, sono i punti S,,,..., Sw Situati su una medesima curva 
cec= R-? , 3v— 2|P. (per i=1,...,30 4-2). 


Ora le linee immagini sul piano 7 delle curve variabili sezioni della su- 
perficie 0’ con le superficie del sistema Y' sono le linee 


Coatvty = R°S+PYA9-3 , 3y — 2|P?0+® , y — 2|Q°4, (3a + 2)[S. 


Queste linee perciò formano il sistema rappresentativo sul piano 7 della 


superficie 


S(a+,)vto == Tia id ’ 3A, + 2| PY DI 
omologa della superficie 0°,j, = ey in una corrispondenza birazionale 
K=0,304 2|P,R ; ch,,34+42|r;,r° 


collegata al sistema Y'. 

La superficie fondamentale, omologa nella K della retta o, ed i piani fon- 
damentali, omologhi dei 3a + 2 punti P,, segano la superficie o’ in curve che 
hanno per immagine sul piano x rispettivamente le linee 


8(g04+)v4, = RlStAvS04, (3y — 2)[P?20H , y— 2|Q?, (a — 2)S , 
ce, = R'->, 3v — 2|]P,v— 2/Q, J]Sy 
(1,200, 0020049 AZIO 
Queste dunque on) le immagini sul piano x della retta multipla o e dei 
punti yv-pli P; della superficie 0. 


La linea 8,44, = 0°, 3a + 2|P, multipla di ordine y— 2 per la superficie 
6, è omologa nella K degli intorni del punto Q' nei piani tangenti in tale 


i Di Diede Sii a ie n a e e a it io a) Lace 
Lo rai 9 n! È 3 h Le n » x 
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punto alla superficie 6’, diversi dal piano ®' = 0’. Essa, perciò, ba per im- 
magine sul piano x i punti Q,,...,Q,-, e propriamente si ha che i fasci di 
raggi del piano che hanno per centro tali punti, risultano riferiti proiettiva- 
mente fra di loro in modo che ad un punto della curva s corrispondono y—2 
punti coincidenti rispettivamente con Q,,...,Qy-, su y— 2 raggi omologhi 
nelle anzidette proiettività. 

I 3x4 2 piani ®,= oP,; segano la superficie ciascuno in y rette uscenti 
dal punto P, che hanno per immagini i punti S;,,.+., Sv 

In particolare per a = 0 si ha la superficie già indicata 


RO LI 
Oyid, =0 n:2/P® , 


si ha cioè una superficie di ordine y+4- 2, dotata di una retta doppia e di due 
punti multipli di ordine v (!). 

Nella rappresentazione piana d’ordine minimo di tale superficie il sistema 
rappresentativo è costituito da curve 


Cv4, = R*, 3vy — 2|P°, vy— 2]Q, 25/S; 


la retta doppia o ha per immagine la curva 


84, = R-, 3v— 2[P, 24/S; 


la retta (yv—2)-pla s ehe unisce i due punti multipli P, ha per immagine i 
y—2 punti Q; e i due punti P_hanno per immagini le curve 


ey = RY-*,3v— 2/P,v—-2/Q} VS, (i=1,2;j=1,...,% 


4. Infine si parta da una superficie di terzo ordine 0’ affatto arbitraria e 
si consideri una rappresentazione di tale superficie su di un piano x nella quale 
il sistema rappresentativo sia costituito dalle cubiche e, == 6P. 

Assunta nello spazio una retta generica o’ che incontri la superficie o’ in 
tre punti Q',, aventi per immagine sul piano x i tre punti Q, (i—=1,2,3) 
e fissate 3a + 3 rette r',, incidenti alla 0‘, che seghino la superficie o’ in punti, 
le-cui immagini sul piano x siano i 3(3a 4- 3) punti S, le linee sezioni della 
superficie data 0°, con le superficie 


Rina fg = IAAD 


(4) Per y=3 vegg. Montesano, Le superficie omaloidiche di 5° ordine, è 5. Rendi- 
conti della R. Accademia delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli (1901), 
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hanno per immagini eurve 
dee 2 Ù 2 € © 
(1) C3(90+3) = 6 |P DOVRO 3jQ (UH), (3a + 3)jS. 
La superficie jacobiana @',(a+,) = 0°%#, 3a + 3|r”, del sistema Y' costituito 
dalle predette superficie 7’, sega la o’, in una curva la cui immagine è la 


(2) 8 a+) = 6[P®4+!) , 3|[Q2H , 3(3a + 3)]S; 


mentre i piani w,= 0’, segano la 0’, secondo curve, le cui immagini sono le 
cubiche 


(3) ct = 6|P_, 3]Q, 3/8. 
Perciò la superficie 
Ig(0+1)+3 ORO 3|P° 


omologa della 5’, in una corrispondenza birazionale K che tragga origine dal 
sistema YZ’, viene a rappresentarsi sul piano 7 in modo che le sezioni piane 
hanno per immagini le curve (1), la retta multipla o ha per immagine la 
curva (2) ed i punti y-pli P;, hanno per immagini le curve (3). 

I 34 4-3 piani ®,= oP, segano la superficie ciascuno in y rette uscenti 
dal punto P, che hanno per immagini i punti S;,, .-.3 Sy (per ì =1,2,...? 
Za +4 3). 


Si ottiene con ciò la rappresentazione già data dal Dott. Tummarello. 


5. In ultimo si supponga di avere una superficie del seguente tipo 
C(a4)vt, = 0911, 3a 4- 2|P", 


nell’ ipotesi che la retta o ed i punti P siano in posizione generica e che i 
numeri interi e positivi a ,y siano affatto arbitrari. 

Se nel gruppo dei 3a 4 2 punti y-pli P; se ne assumono ad arbitrio 34, 
resta determinato il sistema omaloidico Y costituito dalle superficie 


—= fg dal 
Toat, == , ZajP. 


Ed in una corrispondenza birazionale 
K=0, 3a]P ; 0°, 3ajr 
collegata al sistema X, alla superficie o da cui si parte, corrisponderà una su- 
perficie 
0,4, = 0", 2P" 


cioè un bimonoide dotato di una retta 0’ non uscente da alcuno dei due vertici. 
Viceversa se si parte da una superficie bimonoidica 0°,4, = 0’ ,2P”, do- 
tata di una retta semplice 0’ non uscente da alcuno dei due vertici, e se si 
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assumono nello spazio 3a rette +’, incidenti alla 0’ che non verifichino alcuna 
altra particolarità, in una corrispondenza birazionale 


K=0, 3ajP. eo, dal 
che tragga origine nello spazio dal sistema omaloidico costituito dalle superficie 
Toa4,==0°%, 3a|r', alla superficie 0° corrisponde una superficie 


Orapprti = 084 , 3a + 2[P" 
del tipo in esame. 
Il bimonoide o’ ha una retta multipla di ordine y— 1 nella retta s’ che 


congiunge i due vertici P',, P”, e però la superficie co ha una linea multipla 
di ordine y— 1 nella curva 


8,04, = 0°, 3a + 2|P 


/, 


omologa della retta s° nella K ; essa perciò da un raggio generico della con- 
gruenza che ha per direttrici la retta o e la curva s, è incontrata in un solo 
punto fuori di tali linee e però risulta monoidale. 

Da ciascuno dei vertici del bimonoide o’ escono y rette semplici della su- 
perficie che si appoggiano alla retta o’. Ulteriormente il bimonoide presenta 
y—1 rette w,,...,%',, incidenti alle rette 0” e s' che non passano per al- 
cuno dei due vertici. Una qualunque «’;, di queste rette determina con la s' 
un piano tangente ad una falda della superficie o’ lungo tutta la retta s’, cioè 
il piano t';, = sw’, sega la superficie, oltre che nella retta (y — 1)-pla s’, in una 
conica che spezzasi nella stessa retta s’ e nella 0’, 

Corrispondentemente sulla superficie 6 si hanno y— 1 rette w,, appoggiate 
alla retta o e alla curva multipla s e tali che una qualunque di esse è con 
la curva s su di una superficie 


ta =0%1,3x+2IP, us 
che tocca una falda della superficie 


Oqotyvt, = 0°", 3a + 2|PY st! 
lungo tutta la curva s. 

Fissata ora ad arbitrio sul monoide o’ una delle rette w’,, ad es. la w/,,, 
si consideri un piano generico © del fascio (v’,_,) e si riguardino corrispondenti 
due punti, l’uno della superficie, l’altro del piano x che siano su un medesimo 
raggio della congruenza bilineare che ha per direttrici le rette 0’, s'. 

Con ciò viene ad aversi una rappresentazione della superficie sul piano 7 


nella quale il sistema rappresentativo è costituito da curve 


i punti R ed O sono le tracce sul piano © rispettivamente delle rette s' 
ed o’; i punti S,;, Sy; (dO =1,...,y) sono le tracce delle rette della superficie 
incidenti ad 0’ che escono rispettivamente dai vertici P', , P',. Perciò tali punti 
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sono su due rette 9, e 9g, che contengono il punto O, mentre i y—2 punti P, 
sono le tracce delle rette w’,,...,%',-,, incidenti ad 8° e o’, diverse dalla 
u',-, che è nel piano 7. h 

I due vertici P',, P', hanno rispettivamente per immagini le due rette 
q,=0,%S,;)4&=0,[S,, la retta multipla s° ha per immagine le y—2 
rette », = RP, (i —=1,...,vy— 2) e l’intorno del punto O; e propriamente un 
punto P’ della retta s’ ha per immagine il gruppo dei y— 1 punti costituito 
dal punto coincidente con O sulla retta t, traccia su x del piano 7’ = o’P', e 
dai punti in cui la t sega le rette r,,...,7-, 

La retta semplice o’ ha per immagine la curva 


Cena NA | | EE; 
Uat== R , vjS,i , VjSai MaI 2|P. 


Ciò posto, si considerino, ulteriormente i punti di sezione, non situati su 
o’, delle 3a rette 7’, con la superficie o’. Le immagini di questi punti si di- 
stribuiscono in 3a gruppi, costituiti ciascuno di y punti S,,;-..,Sy allineati 
col punto O E le linee variabili sezioni della superficie 0° con le superficie 
Ta, = 0°, 3a]; hanno per immagini le curve 


(1) Cradv4, = R'IO?44 , y — 2IP, (3a 4+- 2)vIS. 


Le superficie fondamentali nello spazio S' della corrispondenza K, prece- 
dentemente indicata, segano la superficie o’ in curve, le cui immagini su © 


sono rispettivamente la linea al 
(2) 8'sa4y = RO, y — 2[P., (3a 4- 2)VIS 
e le rette 
(3) c=0, VS; (i=3,...,)304 +23$=1. 0,0 


Perciò la superficie in esame viene a rappresentarsi sul piano 7 in modo 
che le sezioni piane hanno per immagini le curve (1), la retta multipla o ha 
per immagine la curva (2) e i punti y-pli P, hanno per immagini le rette g, , 
e le (3). 

La linea s, multipla di ordine y— 1 per la superficie 6, ha per immagine 
sul piano x Vintorno del punto O e le y— 2 rette r,= RP,, e propriamente 
un punto della curva s ha per immagine un gruppo di y — 1 punti costituito 
da un punto dell’intorno (0) e da un punto di ciascuna delle y— 2 rette x; , 
situati su una medesima retta #. 

Le y — 1 rette semplici %,,...,%y-, della superficie hanno per immagini 
la retta n,_, = RO e i punti P,,..., Py 

I piani ©, = op; segano la superficie s, oltre che nella retta o, in y rette 
uscenti dal punto P,, Queste rette hanno per immagini sul piano x i punti 
Bi, 3 21049 Sy (POL ER HA I): 
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SISTEMI DIFFERENZIALI DI RICCATI 


MEMORIA 


DI 


GIULIO ANDREOLI (a Napoli) 


INTRODUZIONE 


In questa Memoria esporremo tutte le ricerche da noi fatte in una 
serie di Note ('), sulla generalizzazione dell'equazione di Riccati, comple- 
tandole con una nuova ricerca che prende la sua origine dalla relazione esi- 
stente fra i nostri risultati ed un tipo di equazione studiato dal prof. P a- 
scal (°). Tale ultima ricerca non solo ci permette di stabilire tale relazione, 
facendoci conoscere le equazioni (di cui quella già detta è una, scritta sotto 
forma particolare) ma, ci permette anche di conoscere e di formare tutta una 
estesissima classe di sistemi e di equazioni che sono sempre generalizzazione 
dell’equazione di Riccati, così come lo è l’ equazione del prof. Pascal. 
Appunto perciò noi considereremo due ampie categorie: Sistemi primari di 
Riccati, il cui studio ha formato l oggetto delle quattro Note succitate, e 
Sistemi secondari di Riccatì (0 solo equazioni) che si deducono da quelli per 
eliminazione ; e della formazione di tali sistemi secondari, ci occupiamo per la 
prima volta in questa Memoria. 

Per giungere ai sistemi primari, osserviamo che la connessione esistente 
fra l'equazione di Riccati e quella lineare omogenea del II ordine, equivale 
ad una connessione fra un sistema omogeneo di due equazioni del I ordine e 
quella di Riccati. 

Precisamente si verifica che il rapporto delle due funzioni y, 2 soddisfa- 
centi al sistema dato, risolve un’ equazione di Riccati deducibile dal si- 
stema stesso : ed è poi ovvio che un’equazione lineare omogenea del II ordine 





(4) G. Andreoli; Sistemi differenziali ad una varlabile etc. (Rend. R. Acc. Sc. Napoli, 
1919); Sopra alcune proprietà di certi sistemi etc (ibid. 1920); Sui sistemi di equazioni differen- 
ziali etc. (ibid. 1921); Sistemi differenziali di Riccati e loro proprietà geometriche (ibid. 1921). 

(2) E. Pascal, Sopra una classe di equazioni differenziali di grado n ete. (Annali di Mat. 
(3) T. XX, 1913). 
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equivale ad un sistema di due equazioni lineari omogenee del I. Ora, noi ci 
poniamo proprio da questo punto di vista per generalizzare le equazioni di 
Riccati, ottenendo così quei sistemi di cui si trova cenno in un passo del- 
l’Opera dello Sehlesinger (*) e da lui trovati per analogia formale con 
la ben nota equazione di Riccati. Naturalmente di tali sistemi occorre stu- 
diare e caratterizzare le proprietà, ed occorre mostrare come non la sola ana- 
logia formale conduca ad assumerli quale estensione della equazione detta, ma 
anche un profondo e completo riscontro nelle proprietà comuni a tutti quei 
sistemi. Ed è precisamente questa ricerca che forma oggetto della prima parte 
della presente Memoria. 

Tale estensione nella sua forma più semplice consiste nel considerare un 
sistema di (n + 1) equazioni differenziali, lineari ed omogenee, del I ordine, e 
di formare poi le equazioni cui soddisfano i rapporti di n delle funzioni inco- 
gnite alla (n + 1)-esima. 

Questo sistema che sì presenta sotto forma quadratica di tipo speciale nei 
rapporti stessi, e propriamente sotto la forma 


(A) y,=T.,+y,A (In) 


(essendo I°, ,...,T,,A delle combinazioni lineari, a coefficienti variabili, delle 
y), è quello che noi considereremo come estensione dell’equazione di Riccati. 

Allo stesso sistema si può giungere per altra via: sia assegnato al solito 
un sistema di (n | 1) equazioni differenziali lineari omogenee del I ordine nelle 
incognite +++, Se ci proponiamo di determinare n coefficienti k,,...,%n 
tali che ponendo 


n 
arc > k,%, 
4 


e sostituendo poi nel sistema dato, l equazione che ci dà 2’, sia una eonse- 
guenza delle altre, otterremo per le % precisamente lo stesso sistema avuto per 
la prima via. 

Si vede facilmente che, nel caso di sistemi omogenei di due equazioni di 
I ordine, le due vie coincidono. (Cap. 1). 

Tale estensione dell’equazione di Riecati, sotto forma di sistema, gode 
di proprietà che corrispondono appunto a quelle che sono caratteristiche di 
quella equazione; così ad esempio è proprietà caratteristica 1 estensione del 
teorema di Weyr-Picard cioè che ogni sistema differenziale di n equa- 





(*) Cfr. L. Sehlesinger. Vorlesungen iber lineare Differentialgleichungen, pag. 106, 
1908, Leipzig-Teubner. 





zioni ad » incognite, per il quale lo spazio di valori wir: Yn(e,)} è omo- 
grafico a quello di $y,(%,), ...,4,(%)? fissate comunque la x, e la &,, devessere 
sempre e solo un sistema primitivo di Riecati d’ordine x ('). (Cap. II). 
Esamineremo poi sotto quali condizioni possa esistere, oltre la fondamen- 
tale, un’altra relazione del tipo : 
) } 


P((4), (M), ...) = cost. 


ove (y), (M),... indicano altrettanti gruppi soluzione del sistema considerato : 
“arbitrari però e non legati da nessun vincolo, ed ove inoltre la variabile iudi- 
pendente 2 non compare esplicitamente nella ®, 

In altri termini, se chiamiamo « relazione invariantiva assoluta » tale re- 
lazione, e « funzione assoluta » la ®, noi ricercheremo a quali condizioni debba 
soddisfare il sistema per ammettere una funzione assoluta, diversa da quella 
fondamentale ; ed a quali condizioni deve soddisfare la ® per poter essere 
funzione assoluta. 

La prima condizione è data dalla esistenza di relazioni lineari omogenee 
(con una piccola variante) a coefficienti numerici costanti fra i coefficienti del 
sistema; mentre la seconda è data dall’ ammettere la ® un gruppo continuo 
di trasformazioni omografiche cogredienti sui gruppi (Y)(M), .... (Cap. IIl). 

Intine è evidente che si possono considerare sistemi di equazioni ai diffe- 
renziali totali, invece che equazioni ordinarie, e vi saranno allora delle condi- 
zioni di integrabilità : per tali sistemi restano validi tutti i risultati già ot- 
tenuti. 

Tuoltre, tutte le proprietà omografiche già accennate in precedenza trag- 
gono seco delle proprietà geometriche facilmente deducibili. 

Noi indicheremo quali sieno tali proprietà, notando che esse non dipendono 
sostanzialmente che dalla somma m + n del numero m di variabili indipen- 
denti e del numero » di quelle dipendenti. Più precisamente tutte le proprietà 
geometriche di un sistema di Riecati dipendono da quelle di una curva 
razionale di ordine m + n propria dello spazio ad m + n dimensioni. (Cap. IV). 

Per ultimo noi dovremo cercare la relazione esistente fra i sistemi di 
Riccati e le equazioni studiate dal prof. Pascal. 

Più generalmente noi esamineremo il modo di formazione dei sistemi che 
si ottengono da uno di Riccati, eliminando alcune incognite; servendosi 





(4) È evidente che a tale forma si riduce il teorema di Weyr per le equazioni di R i c- 
eati ordinarie: si riduce a dire cioè che la punteggiata segnata sull’ordinata d’ascissa 2, da 
tutti gli integrali dell’equazione, è proiettiva a quella segnata sull’ordinata d’ascissa , dagli 


stessi integrali, 
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ad esempio delle funzioni 
’ (P1) 
0 RR IR PT RR £ 
’ (pa) 
Yi Yi PRA 
, (pr) 


Yr1YUri.0:3% 


o di altre derivate qualunque. 

Tali sistemi (che otterremo direttamente dalle equazioni lineari che origi- 
navano il sistema primitivo di Riccati), si possono considerare come unul- 
teriore e definitiva estensione dell'equazione di Riecati: li chiameremo si- 
stemi secondari di Riccati. 

Essi comprendono come caso particolare ed i sistemi da noi finora stu- 
diati, e equazione trattata dal prof. Pascal; i primi si hanno per r=% 
esp, =p, =>. «== 1;la seconda perni 0a 

Tali sistemi avranno i loro coefficienti formati mediante certe combinazioni 
dei coefficienti del sistema lineare originario (0, ciò che fa lo stesso, di quello 
primario) e delle loro derivate. \ i 

Anzi, sotto una forma compatta e semplicissima, noi potremo dire che 
qualunque sistema secondario si ottiene eguagliando a zero n» determinanti 
arbitrari scelti fra i minori di una certa matrice M fondamentale avente (n4-1) 
colonne e infinite linee. Tali infinite linee sono distribuite in gruppi di n linee 
ciascuno ; ogni linea di un gruppo si ottiene da un’ altra dello stesso gruppo 
mediante scambi di indici; inoltre il primo gruppo di » linee è formato dalla 
matrice 


Y, —1 Dica eo 
Y, 0 —1 res 1) 
Un 0 MESS ee BG LE 


il secondo gruppo di n linee è formato da espressioni lineari nelle singole y, 
salvo la prima eolonna a cui si aggiungano le singole derivate prime; il 
terzo gruppo di n linee è formato da espressioni lineari nelle singole y, e 
rispettiva derivata, salvo la prima colonna cui si aggiungono le rispettive de- 
rivate seconde e così via; i coefficienti poi di queste formazioni lineari sono 
certe espressioni differenziali in quelli del sistema primario. 

Come si vede riesce agevole ed immediato riconoscere se un sistema sia 
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primario di Riecati o no; riesce altresì facile formare i secondari ; ma, è 
invece da risolvere la quistione di ricercare quali condizioni devono esistere 
fra i coefficienti d’un sistema, affinchè questo possa essere uno secondario di 
Riccati. Ed è anche da esaminare come si modifichino le proprietà geome- 
triche per tali sistemi secondari. Per ora ci limitiamo a porre la quistione, 
sperando di poterla presto esaminare più da vicino. 


CAPITOLO I. — GENERAZIONE DEI SISTEMI DI RICCATI. 


1. Equazione di Riccati. Cominciamo dal mostrare come da un sistema di 
due equazioni differenziali lineari omogenee del I ordine, si possa ricavare la 
equazione di Riccati. Sia dunque dato il sistema : i 


y = ay + ba 
e = ay fe; 


si trae agevolmente : 


*oya—y'  y' y 2° 2 9 
(£) e e Lt (2 +); 


2 2° 2 Po 


e ponendo in questa : 


ricaviamo l’equazione di Riccati 


E bi (a—-BÉ— af 


In particolare, se poniamo sotto forma di sistema l’equazione del II ordine 


(3 ARESE , 
y” = ay + by 
ponendo l’incognita ausiliare 2 =y’, cioè 


2 = az + by 


= 
l'equazione di Riceati in n=, è 
y 


s — (ae 4) — e; 


EA ST Ma ATE ERI at TI UTI CLS 
> de: e, ma È mà 
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e questa è la solita equazione, poichè la posizione = — — TG equivale 
y Yy 


porre, come si fa abitualmente 


MI, 


2. Generalità. Chiamiamo sistema primitivo di Riccati, o più brevemente 
sistema di Riccati, il sistema di » equazioni differenziali del I ordine: 


(A) 9,0) =@,(0) + Dbml0)- Yale) — Y(0)- 


MEA 


7 


Denta) Yn(00) + te(e) l (r=1, 2,...,%) 


È 
1 





di cui la legge di formazione si può riassumere così : 
La derivata d’ una funzione del sistema si esprime come differenza del 


prodotto di tale funzione per un’ espressione lineare fissa nelle funzioni del 


sistema stesso, e di un’altra espressione lineare. Si vede che i sistemi lineari 


ne sono un caso particolare, poichè i primi si riducono ad essi ove le c sieno 


identicamente nulle. Se poi n= 1, si ritrova l’ ordinaria equazione di Ri ce- 


cati, di cui i sistemi (A) sono quindi generalizzazioni. 


Valgono i due lemmi, di cui il primo ben noto (?). 


LEMMA I. Dato un sistema S,4, di n-{ 1 equazioni lineari omogenee del 


I ordine, se 2,3%. 


+ 3%, sono le funzioni ‘incognite, ogni loro combinazione 


razionale intera soddisfa ad un altro sistema lineare omogeneo, i cui coefficienti 


sono razionali in quelli del dato. 


LEMMA II. Dato un sistema Sn4,, è rapporti delle 2, , %,,.+.3%, alla 2, 
soddisfano ad un sistema di Riccati. 


Infatti, poniamo 


Sip 


e inoltre 


(5) In effetti basta osservare che tale espressione F sarà della forma kz%,P . . 


= Mo ot ++ + da 2a 


AI A I 


(f=1,2,...,) 


+ En; 


scegliendo tali prodotti eome incognite ausiliare, si vede che le loro derivate si esprimono 


ancora linearmente con tali prodotti stessi. 


co di LV UL i i a inn Ladri A a 
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Sarà ovviamente 





da cui, tenendo presente il sistema $,+,, si trae 


n n 
È z >) 2) 
y', = An pa Ki Y, dom % = (4, me d,, Y, Ha de "5 lrn Yn-Yrtt®Y +); 
0 0 : 
m=0 m_0 


e questo è precisamente il sistema A dianzi scritto, come si vede ponendo 


u, = L ag = 4, tarata Lo Daga) 


(1) ail i0i ad 
In particolare se 2, è costante il sistema si riduce ad uno lineare. 


3. Teoremi fondamentali. Dal lemma ora enunciato ne seguono i due teo- 
remi fondamentali : Cioè i 


TEOREMA I. Ogni espressione razionale nelle funzioni soddisfacenti ad un 
certo sistema lineare S,4,, e nelle loro derivate (sino all’ ordine r) soddisfa ad 
un certo sistema di RKiccati, î cui coefficienti sono espressioni razionali ed intere 
in quelle di S,4, e loro derivate (sino all’ordine r). 


TEOREMA II. Ogni espressione razionale nelle funzioni soddisfacenti ad un 
sistema di Riccati e nelle loro derivate (sino alV’ordine r), soddisfa ad un altro 
sistema di Riccati, î cui coefficienti sono come nel teor. preced. (5). 

Per il primo teorema si osservi che le espressioni intere nellefunzi oni e 
le loro derivate soddisfano ad un sistema lineare i cui coefficienti sono com- 
binazioni lineari dei coefficienti dati e delle loro derivate. Inoltre ogni espres- 
sione razionale è il quoziente di due funzioni intere; ognuna di queste sod- 
disfa ad un sistema lineare e quindi il loro quoziente soddisfa ad un sistema 
di Riccati. 

Per il secondo teorema si osservi che una funzione razionale delle y e 
loro derivate si esprime anche come funzione razionale delle # e derivate cor: 
rispondenti ; siamo dunque ricondotti al primo teorema. Inoltre, da un sistema 
S si passa ad uno A conservando i eoefficienti, ma serivendoli in altro ordine; 
quindi vale anche l’affermazione fatta su i coefficienti. 





(9) Ne segite che, trasformando omograficamente le incognite, anche se i coefficienti con: 
tengono la , il sistema di Riccati conserverà tale forma; 
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Per ripassare da un sistema A ad uno S, basta porre 


L29 
n= (mi) 


%o 


l’r-sima equazione del sistema diventa allora 





1 
mi SSR ORI = Eb în) — dà (T- domen +1) 


0 o %o 0 %o %o 
che è ovviamente soddisfatta dal sistema di n {4 1 equazioni 
Zini dd ae È 
2'o= Dm %m + kh, 
le quali formano appunto un sistema lineare ed omogeneo. 


4. Sistemi associati. Chiameremo associati di un sistema di Riccati gli 
altri n sistemi che si ottengono considerando successivamente i rapporti 











. ni ep Conai 2 (6=1,2,...,%) 
Le formule (1) diventano in tal caso 
az 
A, = (f—=1,2,...8—- aeneon) 
(2) a,= 6, (=1,2,...,8—1,8-4+1;..0,) 
pra (r,m=1,2,...,8 — 0eCROgGEOA) 


È tacile vedere che fra le n-ple soluzioni di due sistemi associati 


YorY 3 00%3Yn 3 NMoyNM9:01Mm 


passano le relazioni 





Zon 
Valea (m=1,2,...,85-1,8+1,...,%) | 
Em | 


; 





SI ini a i ci i ci Gti it Fogg Ae tt ia ASI RI 1 AI 





(41 ) 
cioè 
y,= gen (pr) 
\ Is Ns 
Ya 1 
| rai, ATA (ora) 


Notiamo poi che assegnato il sistema S,4,, resta fissato in un modo unico 
il gruppo degli (n 4- 1) sistemi di Riccati associati fra loro; ma che, vice- 
versa, assegnati uno o più di questi, non risulta fissato in modo unico il si- 
stema S e gli altri associati al dato. Si vede ciò dal 


TEOREMA III. Due sistemi lineari S,4, 3 2n4, danno luogo ad uno stesso 
gruppo di sistemi di Riecati associati, se fra i loro coefficienti esistono le re- 
lazioni : 


\ Qi: de (1 a 8) 
En ian 1) 


e solo in tal caso (prescindendo da banali scambi di indici). 
Infatti, se in due sistemi corrispondenti di Riccati dedotti dai sistemi 
lineari si avesse : 


— . —= Pf 
Bia sla ’ Ci Im 


b,-k_=B,,—% asse Re) 


tali sistemi di Riceati sarebbero identici; poichè si vede come in ogni 
equazione figurano due termini in y,, i quali raggruppati in un solo, dànno 
la condizione 


b, kB, — %. 


Ver: 


D'altra parte i due sistemi S, X nelle condizioni dianzi dette si devono 
dedurre l’uno dall’altro ponendo 


2, È. 
y=- = (deh) 
1) $0 
cioè 
Ronaldo, (gt E) 
E si vede facilmente che ciò equivale a scrivere le (3) ove si ponga 
»' 
Uol 
MOLLI, 6 


Un PR PA I ASTI I e A TI. POI A 
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5. Altra deduzione dei sistemi di Riccati. Sia ora dato di nuovo il sistema 
Sn+,5 poniamo in esso 


n 
aj= > k, %,. 
1 


È evidente che nelle equazioni del sistema S,+, la 2, scomparirà ovunque, 
salvo nella prima di esse ove a sinistra figura 2‘, ; quindi il sistema S,+, diventa: 


n 


(4a) (Da .) Su >» (dog + 40 kg)ép 


4 


(40) tr 3 (Amp 4 Amo Kp)&pe (im = 000) 


Proponiamoci di determinare le &,,...,%, in modo che la (4a) sia una 
conseguenza delle (4). In tal modo noi saremo passati da un sistema difteren- 
ziale lineare omogeneo ad n -- 1 equazioni del I ordine ad uno a sole » equa- 
zioni; e siccome le % saranno determinate appunto da un sistema di Rice a- 
ti, così troveremo che i sistemi di Riccati sono generati anche dalla ri 
duzione di un sistema lineare ad uno d’ordine inferiore. 

La (4a) si scrive anche: 


n n n 
, PZA fo 
y k p Èp no ; ky & p === , (Ao + Ao kp)2p b) 
4 4 4 


ora noi sostituiremo nel secondo sommatorio alle 2’, i loro valori dati dalle (40) 
ed otterremo : 


DA +X (ta en = De, + eu 


Mutiamo adesso nel secondo sommatorio (quello doppio) l’ordine delle som- 
mazioni, e scambiamo p con 7; avremo così 


(5) X4.5+ {Nk (0, + k, de, -Letathb 


Se adesso notiamo che, scelto un valore della x, per esso si possono ar- 
bitrariamente assegnare le z, ne deduciamo che se la (5) deve essere identi- 


Sd e 7 Cour MTA TE di, TEMO ET POSI E € 
9 x Ù L : 
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camente soddisfatta, devono essere eguali i coefficienti di, , 2,,...,2,; cioè 
si deve avere: 


it dog Mon (pi 11 





Wi, + a,,k.+ k, DI k, a, 
1 1 


ovvero ancora mutando p in », r in m, e isolando K',: 


(6) ke, = do, — Dam Km AC k.(- do + Dn 0a) 
1 1 


Quindi per la determinazione delle X e conseguente riduzione da (n -- 1) 
ad », siamo ricondotti proprio ad un sistema di Riccati. 

Questo ora ottenuto differisce però nei coefficienti da quello ottenuto con 
il primo metodo: bisogna prima scambiare gli indici ai coefficienti e poi mutar 
segno alla a; ed alle a, (M,r=1,...,%): cioè cambiar segno alla a, e 
a tutti gli elementi del suo minore complementare, scambiando poi le linee 
con le colonne. 

In tal guisa si passa dal sistema di Riccati ottenuto in un modo a 


quello ottenuto nell’altro. 


CAPITOLO II. — PROPRIETÀ DEI SISTEMI DI RICCATI. 
ESTENSIONE DELLE PROPRIETÀ DEL RAPPORTO ANARMONICO 
E DEL TEOREMA DI WEYR-PICARD. 


1. Invariante fondamentale per i sistemi lineari. Per estendere la notissima 
proprietà della invarianza del rapporto anarmonico di quattro soluzioni parti- 
colari, proprietà caratteristica dell'equazione di Riccati, procediamo come 
segue. 

Indichiamo con D(2,%,8,.+.,v) il determinante d’ordine (n--1) formato 
scrivendo in (n + 1) linee gli (n + 1) gruppi di valori 


Bag Ca date (1 Zan 


2 AIM da 


vo 9 


di cui ognuno sia soluzione di un sistema lineare omogeneo differenziale (lo 
Stesso però per tutti). 

È facile vedere che tale determinante ha — salvo un fattore costante — 
un valore indipendente dalla scelta delle (n + 1)-ple di soluzioni; e la scelta 
di queste influisce invece precisamente sul fattore costante, 


EEE PRE a © PET pn RA TR RO NON 





Lee 


In effetti se si deriva il determinante D rispetto a «, si trova: 


veli CS A , 











ad (CA) ay ss. e. dn Cao Zay è. “elio è dn 

ata Aa 2 tag e" 
dD sai i EL] WIE 05° Pg I el a 
das ; 

a’ La | , 

“ vo yy DIOR 77, Zvo Zy, a iero vn 


e ricordando ora che le z soddisfano al sistema $S,4,, cioè alle 
a, 6 y (È; cn . 
8a = dr Qu deg ag D+ pg tino = 1a) 


sostituendo tali valori nelle colonne delle derivate, si vede agevolmente come 
la derivata detta si esprime con la 


dD 
So lagt a, ho dog 


da cui si trae 


; Za,, d 
Da) =kD(x) ; Da) = e AT 
la quale dimostra l’assunto. 

Ne deduciamo quindi che: 


Per un sistema lineare S,4, i rapporto di due determinanti D 


TD(g IR EV) DO 
CI MARA eo 


è costante rispetto alla variabile x; esso dipende solo dai valori iniziali (cioè 
dalla scelta delle soluzioni). 

Farebbe apparentemente eccezione il caso che Ya,, fosse nullo: ma allora 
sarebbe costante addirittura il determinante D comunque formato. 


2. Invariante fondamentale per i sistemi di Riccati. I determinanti D ci 
permettono di formare subito gli invarianti che estendono — per i sistemi di 
Riccati—la proprietà del rapporto anarmonico. i | 

Infatti, in D(a,8,...,Y) poniamo in vista nelle successive linee il fat- 
bore #40 + 2801 + + «3 2w} Segnando poi 


Zam Am 
n cad SRTI (fi ie 
Zan “Be 








bai e D-- Aula dna n n e en e A bg = * Let ie, 
seta Wta AI TT : » eat 1 - dd val 





otterremo : 


i! Ya, St 24 hd Yan 


Di{ot:B ii, = Zap Zrot . ° . . . 


ae 


LOU 000 Ywn 


tale ultimo determinante lo indicheremo poi a sua volta con A(4,f,...,%). 
Formiamo ora il prodotto di rapporti fra determinanti D : 


pr Dada) DE _,p,...39) 
D(a',B,...,v) D(m',p",...,0) | 


esso a sua volta sarà costante, perchè prodotto di costanti; e potrà anche 


seriversi 


e, VI Ae gip 3,0) ELI IE ZI 


. —_—_— < . 


A.) I ER AIR STADI SIE . 

Fissiamo ora gli indici dei determinanti superiori, in modo che, salvo 
l’ordine, sieno gli stessi degli inferiori; ed allora il secondo gruppo di fattori 
sì riduce all’ unità ; ciò equivale ad assegnare un invariante formato con le 
sole A, e quindi con le sole y, senza più le 2 : purchè gli indici del numeratore 
riproducano in altro ordine quelli del denominatore. 

Ma riesce agevole verificare, seguendo quanto abitualmente si fa per le 
sostituzioni, che in ogni prodotto R si può ottenere come prodotto di coppie 
di rapporti, dello stesso tipo, ma più semplici : 


DOtiga set) AB) 
hate Ala En ONORARI 








e quindi possiamo enunciare il teorema, che generalizza la proprietà del rap - 


porto anarmonico : 


TEOREMA I. In un sistema di Riccati di ordine n, il doppio rapporto: 


Ala. Bits: -03%) Al, 8%) 


R= e SEN 
Aa, 831,63 Aa, But, 


è costante rispetto alla variabile x; dipende solo dalla scelta dei gruppi-soluzione. 
Esso è V’invariante fondamentale. 

In particolare, se n = 1, ricadiamo nel caso di Riecati, poichè le À 
di ordine »-|-- 1—=2 si riducono alle differenze y, — Y} 3 + -.; e quindi R di. 
venta il doppio rapporto anarmonico ben noto : 


| arenili LRENCE fimnlit F 
Uri Yuna 


=S(COSÙ, 


be 
ne. 
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Dal teorema che precede, ne segue che conosciuti 2» + 1 gruppi-soluzione 
di un sistema di Riccati, è possibile costruire linearmeute ogni altra solu- 
zione, 

Infatti, tenuto presente il teorema ora dato ed indicando con é l indice 
del gruppo-soluzione 2’ considerato come incognito, si ricavano le equazioni 


AE , B' si DICA ERE 7 v) = k, A(é 3 BIp A BG Tit) 
Alt , Le Tse v)-Al(a 5 È AR fe PUBL vela Aé , B e) Ala o BA fi gioca V) 


AGG, BM, fe Me Ala, Be a hlé Bg MA, BO, 


le quali costituiscono un sistema di » equazioni lineari nelle » funzioni inco- 
gnite; e permettono pertanto di determinare queste. 

Ora, per scrivere tale sistema (ed è quello col minor numero di gruppi 
soluzioni, che si possa adoperare) occorrono gli (n — 1) gruppi ,...,%; il 
gruppo 2; gli » gruppi B',..., 3; il gruppo f: in tutto precisamente 
(2n + 1) gruppi-soluzione. Quindi possiamo dire che : 


TEOREMA II. Un sistema di Riccati d’ordine n è perfettamente integrato se 
sono conosciuti (2n 4- 1) gruppi-soluzione (!). 

Inoltre si vede agevolmente come le %,,%,,...,, (determinate linear- 
mente ed omogeneamente dai valori iniziali dell’integrale) entrino ancora sotto 
forma lineare fratta nell’espressione dell’integrale generale: cioè, vale il teo- 
rema, estensione d’uno ben noto per l'equazione di Riccati: 


TEOREMA JII. Le n funzioni formanti Vintegrale generale di un sistema di 
Riccati d’ordine n, dipendono omograficamente dai loro valori iniziali. 


5. Estensione del teorema di Weyr. Già nel paragrato precedente abbiamo 
visto quale sia l'estensione del teorema di W e y r; e l’ultimo teorema ci dice 
in che modo sieno legati i valori degli integrali ai loro valori iniziali. Il teo- 
rema di Weyr afferma che la proprietà del rapporto anarmonico è caratte- 
ristica per le equazioni di Riccati; e ciò equivale a dire che per le equa- 
zioni di Riccati è caratteristica la dipendenza omografica dai valori iniziali. 

Ora, possiamo completare 1’ estensione fatta nel teorema III, affermando 
precisamente che tale dipendenza omografica è caratteristica per i sistemi di 
Riccati: si ba così il 


TEOREMA IV. Se un sistema di n equazioni differenziali del I ordine è tale 
che i valori y(x),Y() ,...,Yn(x) sono legati omograficamente ai catori y,(0), 
Y0) } +++, Yn(0) (qualunque sieno le soluzioni y, la a, e con un’omografia i cui 
coefficienti dipendono da x) il sistema è di Riccati. 


(1) Cfr. la citata Memoria del prof. Pascal, 
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mir Infatti sia: 


î È 4 (1) s Yx(e) CA Cx,(€) y,(0) + mene | Chn(®) Y»(0) + Cy() 
pi: 9,0) Y(0) +... + gn(@) yn(0) + 90) 
la relazione omografica Galsfenteri 
foina 

Salari; Poniamo allora : 


vv 


% 


I 
= 


Zx(&) 
(0) \ , 





Yn (e) = 


A la (1) ci darà allora : 


- WB 


, è 


- LI 


«con A funzione arbitraria della . 
Più semplicemente potremo scrivere : 









Sa 


pedi ra) = Dara) 2,00) 
n o v 
ove si ponga | 


Ù po an = A 9) 
Ada — AYm(&) E Ano = A0,(%) 


fg 
ddr + Ù L_ 


dor Agg 
DI i Mar 4 
Ora, le (2), risolte rispetto alle (0), dànno 





‘o 


Do 


e derivando le (2) stesse, otteniamo 





4 


2,0) = ainm(0)- en (0); 





» 





ù 
p° | 


20 Dm (0) 200) 





 a@=Afa,@2(0)+..-+ cs) 20 +0) 2(0)} &=1,...,0) 


> Si I — 2) = ASg(M)e(0) +... + gu(@) 2,(0) + g(2) 2(0) | 


(m,p=1,...,n) 





= 
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In queste ultime potremo sostituire al posto delle (0) le loro espressioni 
“ottenute dalle (3), ed avere quindi 


2 = 2'im(0) (Diamo) i 2/0) 
cioè 
/xa=Y Za() Db a',,(%) a (0) sk ID: 


Dunque, le e,,7,,-..,2, SOddisfano ad un sistema differenziale di (n + 1) 
equazioni lineari omogenee del I ordine; e poichè la y, è il rapporto di #, 
a 2,, per tutto quanto procede, le y, soddisferanno appunto ad un sistema di 
Riccati di ordine n, c. b. d. 

In tal modo restano completamente estese le proprietà fondamentali del- 
l'equazione di Riccati ai sistemi da noi introdotti : e precisamente si ritrova 
una formazione invariante, la proprietà caratteristica della dipendenza omogra- 
fica dai valori iniziali, la conoscenza dell’ integrale generale conosciuti che 


sieno alcuni particolari. 


CAPITOLO III.— CONDIZIONI PER L'ESISTENZA DI AL'TRE RELAZIONI FINITE 
OLTRE LA FONDAMENTALE. 


1. Generalità. In questo Capitolo noi ci ocenperemo della rieerea di altre 
relazioni fra gli integrali, oltre la fondamentale; naturalmente | esistenza di 
un’altra relazione imporrà certe condizioni fra i coefficienti del sistema, e noi 
le dovremo trovare ; ed inoltre non ogni funzione è atta a rappresentare una 
relazione del tipo detto, e quindi bisognerà determinare il tipo di queste rela- 
zioni (‘) (che chiameremo relazioni assolute). 

Premettiamo i due lemmi : 


LEMMA I. Se fra k gruppi-soluzione (costituiti da m funzioni ciascuno) di 
un sistema di Riccati d’ordine n, esiste una relazione assoluta, esisterà anche una 
relazione assoluta fra le funzioni che risolvono uno dei sistemi lineari associati. 

Basta infatti ricordare che, dette Y,,%,3:::3%n3 MM: 03Unp-«. le So- 
Inzioni del sistema di Riccati, si avrà 

&,. DUE 


Yi, = 


i SII 
N È ui 


Il 
| 
si 


(4) Non dipendente da x, ma dai soli integrali. 


f 


49 X 


e quindi la relazione assoluta 
DY,N,...)= cost. 


si trasforma in una relazione assoluta fra le 2,€,.... 


LEMMA II. Se un sistema differenziale lineare omogeneo ammette una funzione 
assoluta, allora î suoi coefficienti sono legati da relazioni lineari omogenee a coef- 
ficienti costanti. 

Supponiamo infatti che sia identicamente 


De, %,30++)%,) = COSÌ. 


avendo per semplicità supposto ehe la funzione assoluta dipenda da un sol 
gruppo-soluzione del sistema 


n 
DI > WR ANG 
0 


Derivando totalmente la ® rispetto ad «, otterremo: 


| 9 rd 
CPILIONDI d 


h} de, 


, 
Hi 
€ n 





e sostituendo in questa alle 2’, le loro espressioni mediante le 2, si trova 


dd 
(1) 0 DITA %s 


identicamente. 

Ora, siccome il sistema differenziale è d’ordine n + 1, scelto un qualunque 
valore di x, sarà in nostro arbitrio di fissare i valori delle 2 per quell’ a; 
quindi fissato tale # la (1) deve valere identicamente e non imporre alle 
nessun legame. 

Supponiamo adesso che la © sia sviluppabile in serie di Taylor, almeno 
nell’ intorno d’ un punto rispetto alle z (e per semplicità supporremo che tale 
punto sia 2, =, =...=%,=0) e chiamiamo e i vari coefficienti costanti dello 
sviluppo : tali coefficienti non dipendono da .r. 

Ma allora le a,,, funzioni di x, devono essere tali che tutte le combina- 
zioni bilineari nelle a e nelle e figuranti come coefficienti dei termini 


nello sviluppo del termine destro della (1), saranno nulle identicamente. 
VOL. LX. i 


1) 
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lid dice appunto che fra le a,, esisteranno delle relazioni lineari omogenee 
a coefficienti costanti rispetto alla «. 

Nel caso che per la ®, pur esistendo le derivate parziali non esista mai 
lo sviluppo di Taylor, le cose restano invariate: basta infatti esprimere 
che la (1) vale per (n + 1)? sistemi di valori fissati, ma arbitrari e diversi, 
delle #, per ottenere un sistema lineare omogeneo nelle (n -|- 1)? incognite 4... 

Ed allora se esiste una soluzione diversa da zero, essa sarà del tipo 


(2) =N (a) M, 


dd 
ove le M, sono costanti, i minori cioè del determinante formato con le gori 


r 


E resta dimostrata vera la proprietà detta. 


2. Condizioni per l’esistenza e forma d’una relazione assoluta. Dai due lemmi 
premessi segue subito ; 


TEOREMA I. Condizione necessaria perchè esista una funzione assoluta per 
un sistema di Riccati, è che i coefficienti di tale sistema sieno legati da certe re- 
lazioni lineari omogenee a coefficienti costanti. 

Basta infatti trasformare la funzione assoluta ® espressa nelle y in una 
espressa nelle 2; notare che i coefficienti d’ un sistema lineare associato a 
quello di Riccati se ne deducono agevolmente col porre : 


a, = 4,0 3 db == Ue pe = RI 
essendo c funzione arbitraria, per dedurre che se fra le a esistono relazioni 
omog. a coeff. cost. Analoghe relazioni esistono fra i coefficienti del sistema 
di Riccati, con l’aggiunta però della funzione arbitraria t nel modo dianzi 
visto. 


Inoltre, il procedimento seguito per il lemma. II si può enunciare : 


TEOREMA II. La funzione assoluta ® , supposte verificate le suddette rela- 
zioni necessarie, deve soddisfare ad un sistema di equazioni alle derivate parziali, 
lineare ed omogeneo, del primo ordine, i cui coefficienti sono quelli delle relazioni 
lineari dette : si intende che al posto delle y si sostituiscano le variabili omo- 
genee è. 

Tale sistema è 


© 


i) (0® 30 
DE + + «. ) 


x 51 X 


D' 00 aa) =0 


le relazioni necessarie, a causa del teorema I. 


ove sieno 


Ricordiamo ora che i valori delle y, in un punto qualunque, dipendono 
omograficamente dai valori iniziali. Quindi, affinchè una ® sia funzione asso- 
luta, per un certo sistema, essa deve necessariamente avere un gruppo con- 
tinuo di trasformazioni omogratiche che la lascino invariata. 

In altri termini la relazione 


D((Y), (Me 


deve restare invariata se sulle (y),(M),... si operano trasformazioni omogra- 
fiche. Inoltre, al variare di x, la trasformazione che lega 


(Y2)), (M0)),... 
ai valori iniziali 
(99), (2°),... 


percorre un certo gruppo; ed è ovvio che tale gruppo deve far parte di quello 
che lascia invariata la funzione ®. 
Tale osservazione ci permette di enunciare il 


. 


TEOREMA III. Una funzione di lk gruppi di n variabili 


D((Y), (M...) 


è funzione assoluta per un certo sistema di Riccati quando e solo quando ammette 
un gruppo continuo di trasformazioni omografiche (cogredienti su (4), (M,...) 
che la lasciano assolutamente invariata. 


3. Deduzione di altre funzioni assolute da una assegnata. Riguardo alle 
funzioni assolute bisogna poi fare la seguente osservazione. Se la ® è di un 
sistema lineare omogeneo, allora saranno anche assolute tutte le funzioni de- 
ducibili da P con operazioni di polare, sempre che le variabili si considerino 
come gruppi-soluzioni del sistema. 

Infatti, se (2) è gruppo-soluzione, se (Z) anche lo è ; lo sarà ancora (2+Z) 
con ) parametro arbitrario. 

Quindi se ®D((2),...) è funzione assoluta, lo saranno anche tutti i coeffi- 

cienti dello sviluppo rispetto a ) di D((2 + XZ),...), i quali coefficienti dànno 
precisamente il risultato di applicazione di polari. 


Re + ST 


ct e ° teo nn ei iti nane do dice 
pr dd P_ = 9 È x o Ù 
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Relativamente ai sistemi di Riccati, se ne deduce subito che, essendo 
D(Y,,...,Y,) una funzione assoluta del sistema di Riccati, lo devono es- 
sere anche certe altre funzioni deducibili da esse. 

In effetti, sia ® tale funzione assoluta di grado m nelle y, (supponendo 
che essa dipenda da un solo gruppo-soluzione). 

Sostituendo ad y, il rapporto di 2, a 2, (le 2 sono le soluzioni d’ un si- 
stema lineare associato), otterremo una funzione assoluta di tali 2: 








Ora applicando una volta l’ operazione di polare rispetto alle 2 si trova 
l’altra funzione assoluta : 





n 3® 
YU( (2), (0) =D: P((9)= Fa È 
0 r 
Ovviamente, la Y si scriverà anche : 
h 0® dy, 
pie dy, + d (r=z13007; fan) 


Is 


e, notando che y, dipende solo da 2, e 2, 


dd È, do è, 
Pam dy, < -{ dy, 2? Ji, 
41 4 


0 0 


e sostituendo alle È, le n corrispondenti, potremo scrivere 


n 


W— = 


o 


0® SEI | 
Vo: “ 


41 1 


0Y; 


essendo Y funzione assoluta rispetto alle 2, é. Ma ne risulta subito che la 
funzione Q 


N (2), (O) = Y((2), (©) L((6) , (2)) 


è ancora funzione assoluta, rispetto alle 2, É; e siccome in essa le 2, È non 


ie Pa 


compaiono se non attraverso (') le y, n, essa sarà funzione assoluta rispetto 
al sistema di Riccati, Formole analoghe si avrebbero se la dipendesse 
da più gruppi-soluzione. i 

In modo simile si scorge che, se si conosce una funzione assoluta omo. 
genea di grado m d’ un sistema lineare, F((2)), sarà funzione assoluta d’ un 
sistema di Riccati associato, la funzione : 


F(())" F((0) 


9= I dF m 
(Da *) 


Poichè le tre funzioni che la compongono lo sono rispetto al sistema li. 
neare; ed essendo poi tale tunzione omogenea di grado zero nelle 2, £, essa 


. x . . &, Cp . . x » . . 
dipenderà solo dai rapporti — , [as quindi sarà funzione assoluta rispetto 
2 
0 (0) 
alle y del sistema di Riccati, 


Con tali procedimenti, (in sostanza operazioni di polare e rapporti) si pos- 
sono costruire tutte le funzioni assolute deducibili da una assegnata. 


4. Esempio. Passiamo a dare un esempio di quanto si è detto (*). 
Supponiamo che il sistema lineare ammetta la funzione assoluta 


Bosa 2 Rn AGE 
De +, +... + 2% = cost. 
Ciò è possibile solo e sempre che 
(,, Pa, = 0 


e quindi anche 


(4) Infatti si ha: 


dA IMM) rY° (1) vi (pieoeota, Yale SA 


dr dYy d ni 





® ko 


cioè: 


ANTON OD Le oo) IM) 
Qqa > dI, (Y, nr) * VOI on nr (nr Vr 3) aL Ir)( (Ns Yys) —— Y, dn: Sorci 


(2) Tale esempio è stato trattato solo per quanto riguarda il sistema lineare dal Go u r- 
sat, Sur les systèmes d’équations linéaires qui sont identiques à leur adjoint. Comptes Rendus de 
l’Ac, de Paris, T. CVI, 1888 (pp. 187-190), Cfr, anche Darboux, Théorie des surfaces, 





T_T, 
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Infatti, le condizioni diventano 


Od 
> dra 3 Ri, ae > d,58,8; 
VI 


cioè ancora, salvo il fattor 2, 
) (a, + d3) 2g = 0 
v=8 
che dovendo essere soddisfatte per qualsiasi scelta delle 2, dànno appunto le 


condizioni Scritte. 


Allora il sistema di Riccati sarà 


= +Db. Yk4 Y, Dia, Y; ($i cri) 


ove il determinante delle db è emisimmetrico. 


Intanto dalla ®, per il sistema lineare, con l'operazione di polare si de- 
duce la funzione assoluta 


=: 
3 Sr — d 2, 5 
02, 


e quindi, per quanto è detto alla fine del n. 3, dedurremo per il sistema di 
Riccati la funzione assoluta 0 : 


© Lt SA + SM 
S1 + Ly, mg 


Per n = 1 si ha in effetti il sistema lineare 


e si vede agevolmente che 


sini | Lana 
cioe 2, T #, = cost. 


Analogamente si verifica che 


Pl; RNA Ana Î ; 
Hat tip ARTT 1° 


» 
1 i 
I 
[ao 





E TE RIA VARE TOTO, ESTRO VIN 
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e quindi 


af t#,6,= COSÌ; 
l'equazione di Riccati (integrabile senz’altro) diventa in tal caso : 
= (14 y°) 
che dà 
y= tg(c + g(2)). (9@) =a;c= cost.) 


Quindi la funzione assoluta @, diventa in questo caso 


e A+9A +) _}1 + tg%e pil ai (rt di 
14 ym)° sudo ‘tg + 9)$ 


e passando dalle tangenti ai seni e coseni, si ha precisamente 


1 1 
cose + g) cos’ 9) \ 
Re —_————Tmrr___e: Dee GORE 
cos(c + g)- cos(y + g) + sen(c -|- g)-sen(y + 9g) — coste — #) 
cos(e + g) cos(f + 9) 





cioè 0 è costante rispetto ad x e dipende solo dalla scelta delle soluzioni (co- 
stanti c e 7). 
CAPITOLO IV. PROPRIETÀ GEOMETRICHE DEI SISTEMI DI RICCATI. 


1. Sistemi di Riccati a più variabili indipendenti. Sinora ci siamo occupati 
dei sistemi di Riccati ad una sola variabile indipendente ; ma, siccome riesce 


facilissimo estendere tali concetti al caso di più variabili indipendenti, così noi ci 
| occuperemo ora della sola forma di tali sistemi e delle loro condizioni di integra- 
bilità, per poter poi passare alle proprietà geometriche (che, come abbiamo già 


e — ei 


| accennato, dipendono dalla somma m + x delle variabili indipendenti e non). 


Sia dunque dato il sistema ai difterenziali totali, di (n + 1) equazioni ad 
(n + 1) incognite, ad m variabili indipendenti, che equivalga perciò ad un 
sistema di m(n 4 1) equazioni alle derivate parziali : 


n n 


a) da=(Dovaart (Dame), +... @=0,.,2) 


la lam 








Si vede facilmente, che anche in questo caso, come avviene per una sola 


x, gli n rapporti 


(= 


KS 





Yi 


@ 


soddisfano ad un sistema di » equazioni ai differenziali totali 


pa 





l=4 


(2) dy, =|e AS rl UTI y, (« ! 00 SE U oi ") 


l=1 


tod 


n n 
II tI II (44 
È î vo È > ad, — v( vo V > a ») da, {raso 


la 


Naturalmente, se si vuole che le (2) siano illimitatamente integrabili, lo 


devono essere le (1); e precisamente deve essere 


(3) di _ Sao 2 ci = + Dans e Dar, z|. 
li) dA ° da. dx, de, — de, sab dx, pi. 


k==0 


Eseguendo le due ultime derivazioni e sostituendo poi alle derivate delle 2 
le loro espressioni date dalla prima delle (3) stesse, troviamo suecessivamente 





de dal dz 
(1) Di POSI Dì Re (s) È. k 
at Dire Di I DI 


kh k 


dal), 0a. 
Ri pet s s 
REI. > al, È allo DER RA À SIR di az). 


dae, 


Mutando # in e ed e in # nei sommatori doppi e raggruppando i coeffi 
cienti delle #2, queste si serivono È 


dal), da, 
> (a - + De re. la= Ò (E L Deus 


k e 





k 


Ma, queste ultime formole devono essere soddisfatte in un punto qualun- 
que (x,,...,%,) assegnando ivi ad arbitrio i valori delle 2, ...,%,5 quindi 


per l’integrabilità delle (1), (2) deve essere 


dal, Ò CLAS Db 3 
tax cap a‘ lie Nr = cos “n al), a, 
s r 
e e 





(4) 
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Indichiamo ora con A la matrice delle a©,,, con erranti quella delle 
Gi 
0a”, 
To) con A-B quella composta con le solite regole da A e B in quell’ or- 
li] 


dine; ed infine con A + B quella di cui elementi sono a, -|- d,,. Allora le 


condizioni (5) si scriveranno sotto la forma semplice cui volevamo giungere : 


9A) dA 
ce RAV) TAG) ne 
RARA 


(5) Al) 
da x: LT ASTA, 


s 


2. Proprietà geometriche in un caso semplice. Abbiamo già detto chele pro- 
prietà geometriche delle equazioni di Riccati sono collegate a quelle della 
curva razionale d’ ordine m + n propria dello spazio ad (m +- n) dimensione 
(m numero delle variabiri dipendenti, n delle indipendenti). 

Il caso più semplice dopo quello delle ordinarie equazioni di Ricceati 
per cui m —=1, n—=1, m4n=2 è quello per cui m4n—=3; ed allora po- 
tremo avere m —1 ed n —=2 oppure nm —=2 ed n=1. 

In generale per m |- n =p vi sono p— 1 scelte possibili di m ed n: ma 
seguendo il ragionamento che faremo per p = 8, si scorgerebbe che, come qui 
sì presenta in sostanza sempre la cubica gobba, così nel caso più generale si 
presenterebbe quella curva razionale. i 

Cominciamo dunque dalla scelta m = 1, n=2; vi sono cioè due funzioni 
incognite, dipendenti da una sola variabile x e soddisfacenti ad un sistema 
di Riccati. Sieno y e 2 le due funzioni. 

È chiaro che ogni coppia di funzioni Yy, 2 soddisfacente al sistema dà una 
linea gobba e che di tali linee gobbe ve ne è una doppia infinità. Sieno 7, 
e T, due piani normali all’asse OX, rispettivamente incontrato in x, ed «,. Per 
quanto i.bbiamo detto nei.capitoli precedenti, le curve integrali secano questi 
due piani secondo piani punteggiati omografici. Sieno P, e P, due punti cor- 
rispondenti; per noti teoremi la congruenza delle rette P,P, non è altro che 
quella generata dall’ intersezione di tutte le coppie di piani tangenti ad una 
sviluppabile cubica (che risulta tangente ai due piani dati). 

Se in. particolare 7, si avvicina al piano x,, le rette P,P,, corde delle 
curve integrali, diventano le tangenti di queste nei punti d’ineontro con 7,, 
sempre formando analoga congruenza. 

Si ricordi che i piani tangenti alla sviluppabile sono i piani osceulatori 
della cubica “gobba che ne è lo spigolo di regresso. 

Quindi vale il 


TEOREMA I. In un sistema di Riccati a due incognite cd una variabile in- 
dipendente x, due piani normali all’asse ® staccano sulle curve integrali archi, le 
cui corde dànno la congruenza delle rette per cui si possono condurre due piani 
tangenti alla sviluppabile detta (due piani osculatori alla cubica). 

VOL, LX. 8 
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\OROLLARIO. Le tangenti alle curve integrali, nei loro punti d’incontro con 
un piano normale all’asse x, formano una congruenza analoga. 

Si consideri ora una punteggiata r, di 7,; ad essa corrisponde una pun- 
teggiata proiettiva r, di 7,; congiungendo i punti corrispondenti si ha una 
semplice infinità di rette: queste formano una quadrica rigata. Le stesse pro- 
prietà valgono se 7, tende a 7, e quindi r, ad r,, e le corde diventano tan- 
genti. 

Si vede che r, è una retta ortogonale (ed in generale sghemba) ad «; 
così r,: ed in generale quella semplice infinità di curve integrali che si ap- 
poggia ad r,, incontra qualunque altro piano ©, (ortogonale ad x) sempre se- 
condo una retta punteggiata omografica ad r,. 

Quindi valgono i teoremi : 

TEOREMA II. Le curve integrali che si appoggiano ad una retta ortogonale 
ad OX, sî appoggiano anche ad una semplice infinità di altre rette (ortogonali ad 


OX). Formano quindi una rigata R. 


TEOREMA III. Le corde degli archi, staccati sulle curve integrali da due rette 
della rigata R, formano a lor volta una rigata quadratica. 


COROLLARIO. Le tangenti alle curve integrali nei punti d’incontro con una 
retta della rigata R, formano anch'esse una rigata quadratica. 

Similmente scegliamo tre rette ortogonali ad &: r, , , , *,, della rigata R; 
per i tre punti P,, P,, P, in cui esse incontrano una qualunque curva inte- 
grale, conduciamo un piano. La semplice infinità di tali piani inviluppa una 
sviluppabile : questa deve essere cubica, essendo omografiche le tre punteg- 
giate. PiePoe ba 

Ovviamente la stessa proprietà continua a sussistere se », tende ad 7,; 
solo il piano P, , P,, P, passerà per la tangente condotta alla curva integrale 
ID Ud=s. 

Similmente ancora, se 7, coincide anch’ essa con r,,,: il piano diventa 
allora il piano osculatore alla curva. 

Quindi valgono anche i teoremi : 


TEOREMA IV. Se sulla rigata KR si considerano i piani passanti per i punti 
d'incontro d’ogni curva integrale con tre generatrici fisse della rigata, questi piani 
sono i piani osculatori d’una cubica gobba ed inviluppano una sviluppabile cubica. 


COROLLARIO I. Se sulla rigata R, si considerano i piani passanti per il 
punto d’incontro d’ogni curva integrale con una generatrice fissa e per la tangente 
nel punto d’incontro con umaltra generatrice fissa sì ha ancora una sviluppabile 
cubica. 


CoRroLLARIO II. Sulla stessa rigata R, i piani osculatori alle curve integrali 
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nei punti d’incontro di questi con una generatrice R, sono anche i piani oscula- 
tori d'una cubica gobba (ed inviluppano una sviluppabile cubica). 


3. Proprietà geometriche in un altro caso. Consideriamo ora il caso di 
n=2,m=1; si otterrà così un sistema di due equazioni alle derivate par- 
ziali o di una ai differenziali totali (che deve essere però completamente inte- 
grabile). Avremo in tal caso una semplice infinità di superficie integrali. 

Sieno 7, ,Y,,, tre rette normali al piano (xy) e quindi parallele a 2; per 
quanto abbiamo detto, le superficie integrali segano le tre rette, in punteggiate 
omografiche. Sieno P,,P,, P, tre punti che si corrispondono in tal modo su 
Y, 333 Yz Consideriamo il piano P,, P,, P,: avremo una semplice infinità di 
tali piani che inviluppano al solito una sviluppabile cubica, tangente ai piani 
(1,17,) ’ (137,) ’ (137). 

Ora possiamo far tendere r, ad r,: in tal caso le corde P,P, diventano le 
tangenti alle superficie integrali, ove esse incontrano la »,= r, , contenute nel 
piano limite di (r,r,). E vale ovviamente ancora la proprietà che i piani pas- 
santi per tali tangenti ed il P, corrispondente su r, dànno una sviluppabile 
cubica. : 

Infine se anche r, tende ad r,, i piani P,, P,, P, diventano i piani tan- 
genti alle superficie integrali nei punti d’incontro con la r,; anche tali piani 
dànno una sviluppabile cubica. 

È bene notare adesso il significato geometrico delle condizioni di integra- 
bilità. Il piano tangente in P, è unico, quindi non dipende dal modo come r, 
ed ,, tendono ad r,; Qaltra parte i piani limiti di (r,r)) , (1,73) , (1y7,) sono del 
tutto arbitrari, eppure la sviluppabile deve risultare tangente ad essi. 

}iò si elimina precisamente quando la r, sia una delle rette della svilup- 
pabile cubica. Quindi, tale condizione geometrica, che cioè la retta r, (nelle 
cui intersezioni con le superficie integrali si conducono i piani tangenti a 
queste) appartenga alla rigata, equivale a quella di integrabilità. 

Si osservi poi che nei piani r,r,, 7} , Y37, le corde inviluppano coniche, ed 
infatti, essendo essi tangenti ad una sviluppabile cubica avranno a comune 
con questa una retta ed una conica. Le rette si ottengono agevolmente come 
segue : ad es. su (r,r,) la generatrice ottenuta è quella che passa per i due 
punti £,,, 9,, corrispondenti in r, ed r, al punto improprio £ comune alle tre 
rette, pensato appartenente ad r,. 

Da quanto precede, possiamo enunciare 


TEOREMA II. Dato un sistema di Riccati ad um'incognita 2 e due variabili 
indipendenti le superficie integrali incontrano tre rette parallele alla OZ, in terne 
di punti; è piani passanti per queste danno una sviluppabile cubica; questa è tan- 
gente ai tre piani formati dalle rette date prese a coppie. 


COROLLARIO I. Le superficie integrali ora dette, incontrando due rette pa- 
rallele a OZ in modo tale che, conducendo le tangenti in un piano fisso passante 


PT 9. 
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per la prima retta e formando i piani per queste tangenti e i punti d’ incontro 
con la seconda, tali piani dànno una sviluppabile cubica. 


COROLLARIO II. Le superficie integrali incontrano una retta parallela ad OZ 
in modo tale che i piani tangenti nelle intersezioni, inviluppano ancora una svi- 
luppabile cubica, passante per la retta assegnata. 


CAPITOLO V. — ELIMINAZIONE NEI SISTEMI DI RICGATI PRIMARI, 
EQUAZIONE DI PASCAL E FORMAZIONE DEI SISTEMI SECONDARI. 


1. Generalità. Equazione di Pascal. Come abbiamo già detto nell’ introdu- 
zione, vi deve essere una stretta relazione fra i sistemi di Riceati da noi 
studiati e l'equazione studiata dal prof. Pascal (loc. cit.). La rieerca di tale 
relazione, ci ha permesso di formare tutti, senza nessuna eccezione, i sistemi 
deducibili da quelli di Riecati e ad essi equivalenti, con un metodo sem- 
plicissimo ed in forma molto compatta e semplice. 

In tal guisa, partendo dai sistemi già studiati di Riccati (sistemi pri- 
mari) sì giunge ad altri sistemi formati da questi in modo prefissato (in par- 
ticolare ad. equazioni), che chiameremo sistemi secondari di Riccati. 

In particolare consideriamo il sistema di Riccati, dedotto dal seguente 
sistema lineare omogeneo (!): 


/ 2'n Ga A, Cn "5 d, ny "n LE ar a An %o 


\ ca FI n 
| , mt 
Na eo 
Su tale sistema di Riccati: 
, 
Y n = YUn kt dYUny Dee Un Y, 
Va Vr Ali 


Y L —_ Ya oa Y, È YU 
(4) Questo sistema lineare, per quanto scritto sotto forma speciale, è però equivalente alla 


più generale equazione lineare omogenea d’ordine (n + 1) 


gl) —. ay gm) - lg gl) + IR — yy È (2 = 20) 


come si vede facilmente, notando che 2’, = 29 equivale a 2, = 2”; etc, 


"i 
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eliminiamo la y,,...,Y, servendoci della y,,%,,++-,y,f: otterremo un’equa- 
zione che deve essere precisamente quella ottenuta dal prof. Pascal, in 
quanto che 


e questa è la trasformazione che fa passare dall’ equazione omogenea scritta 
in nota all’equazione del Pascal: partendo da sistemi di forma più generale 
sì arriva ad equazioni di forma più generale. 
Il metodo che noi seguiremo per formare questi sistemi secondari, ed in 
particolare queste equazioni, è quanto mai semplice. i 
Anzitutto, sia dato il solito sistema lineare omogeneo : 


; n 
(1) (I Ù dg; ds: (0 re) 
0 


È evidente che, derivando tali equazioni si ottiene 


”» n 
PAESE, , TA; 
[3 tipe > W',g8, + > li DR 
0 0 


Sostituendo alle 2’, il loro valore dato da (1), si otterrà 


n n n 
Pi , dia , 5 
Li Pre dg 8 + QD ati d' did, 
0 9 (e) t 


il che ci dice come anche le 2” si esprimano linearmente ed omogeneamente 


, 
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nelle 2. Similmente si esprimeranno le 2°, '",...; ed in generale potremo 
segnare : 


n 
/ feste. Li) epares 
CARTE Pre > At 2, (alt=) 


_= 
Se) 
n 
Ù] 
® 
= 
RES 
2 
S 
® 
CO 





IE A PMI fa <* I STREET SS È "edi Aidià elica aloe Li ai NERO SS O _ > dè IA ii 
Ve ps , 3 - 4 D° 
f [ 


ove le al!., sono certe formazioni differenziali nelle a,. e loro derivate sino 
all’(m)sima (di cui a noi non importa ora la forma, che sarà studiata a parte). 
Premesso ciò, scriviamo le n relazioni fra le y e 2, 


(4) Sad 


Ar = DE) 


e formiamo tutte le equazioni ottenute da queste per derivazione : 


EYE VE (IEEE, s0) 
| feat azoto (=1,) 


m DDA 
a (Mn (MM) » gg (A) »' _I (0) gr (# mito È 
At I +( I b Br | 9 lu at +e) 


2. Formazione della matrice fondamentale dei sistemi secondari. Se in tutte 
queste equazioni sostituiamo le espressioni date dalle (2), e trasportiamo 
tutto a pumo membro, otterremo tanti gruppi di n equazioni ordinarie lineari 
omogenee ciascuno, nelle (n | 1) incognite 2, 2} ++ .32n5 i cui coefficienti sono 
formazioni differenziali nelle y, e precisamente 


/ Visae 
ZA Vea 1) SY SAM e e) Una 
OY, + ye A + pad Ret 


ii AL PIL 2 2) la Ù { 2 2 
0 = 34,4 24, Vo + YA AA o È 324 È UnA AP 


] 


Mm 
; mi o N_A LI (n y (2 pa 
avR br +( 1 le ALSO a «-TY,@ , y* a' gioko 


mo m 
| MA). 24) mM_-2 (2 Y 
Hi br a + le a ire SIAE 


s) 
di 


Ora, se consideriamo le 2, ,,}-.+,2, come incognite, esse esistono e sono 
diverse da zero; quindi, formando una qualunque scelta di (n 4-1) fra quelle 
equazioni, il determinante dei coefficienti deve essere nullo: cioè la caratteri- 
stica della matrice formata con quelle espressioni differenziali nelle y deve 
essere precisamente eguale ad n. Quinili scegliendo » fra i determinanti d’ordine 
(n + 1) che si possono formare dalla matrice (che ha tante linee quante a noi 
pare essendo del tutto arbitrario il numero m, indice di derivazione) ed egua- 
gliandoli a zero, si hanno dei sistemi di n equazioni fra le y e le loro derivate 
perfettamente equivalenti al sistema di Riccati. Tali sistemi sono i sistemi 
secondari. | 


rità bimiadi cir RP RAPE 
mr 
: 


63 ) 


Per scrivere in modo esplicito e compatto la matrice, conveniamo di se- 
gnare : 


m m : È 
A io Di 1 a at, + | 9 pn a, -- Ia è + Y, al Di aL. al uf ; 


(in modo che l’indice superiore ci dia l’ordinaria derivazione, il primo inferiore 
quello della y con cui è formato, l’altro la colonna cui appartiene); la matrice 
fondamentale sarà allora 


Y, —1 0 (n+1) colonne 
Y, 0 —1...0 
Yn 0 A | 


s 7(1) 7(1) 7(1) (41) 
GEA CIO 


Il 
S 


4 74) 7 (2) (4) 7(1) 
d 2 * DI 20 Y 24 Y DI cito \ 27 
? 2 1 y(1 
(la e de: VE MA Fo a a XVI 49 


" 7(2 (2) 7(2) T(2) 
Y Egg RIU, DI Al Y RAI) Y 1% 


Vale perciò il 


TEOREMA FONDAMENTALE. Qualunque sistema ottenuto eguagliando a zero 
n minori di ordine n |- 1 estratti dalla matrice M, è un sistema di Riccati, se- 
condario (0 primario anche) equivalente al sistema primario. 

Si può spezzare il sistema ad esempio in » equazioni staccate scegliendo 
ogni volta le linee in modo da essere formato sempre con la stessa y. 


3. Esempi vari. Mostriamo ora come effettivamente dalla matrice M si 
possa ricavare sia il sistema primario, sia ancora l’ equazione generale del 
Pascal. 

Per la prima cosa, scegliamo i determinanti formati con le prime n linee 
‘fisse, e con una qualunque delle seguenti n; formiamo cioè il sistema di (n-+-1) 
equazioni : 


Y, —1 Mero 
Y, OT 0 

e ne tr RIA (pantani). 
Yn 0 Ue =1 


(Y,+4% Y,@rg)(d Y,nr@r) REST (dn Y,—_ Ann) 
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Sviluppando questi determinanti secondo l’ultima linea, ad esempio, si 


trova precisamente : 
YA (4 YA) FY (4 Y,—@d,) +Y(4,, Ya)... 0 (ret ,%#) 
cioè, raggruppando 
Y,=@ +4, YH-drg Yt-t+- Ar UnY (Utd Vitto Un (13) 


che sono precisamente le equazioni del sistema primario. 
Invece, per formare le equazioni del Pascal, scegliamo i primi n-- 1 
gruppi, di »_linee ciascuno; e formiamo tanti determinanti colle prime, se- 


PI 4 6 x 
conde, ece. n linee d’ogni gruppo, avremo così : 


Y, 0) 0 ...—1 0 
yo TABLE eee GO 


n} 7(2 7(2 7 (2 7 (2 7 (2 
YyY ” to Pe E VA, 1A XI ILE VI $° VALI 


(8) 


yi © NG NALI veg a NIE VASTA 
In essi y, figura a grado (n +4 1)-esimo ; y° a grado n simo e così via, sino 
ad y che figura solo linearmente. Sviluppando secondo la prima linea, e ricor- 


dando che le Y non sono omogenee, si vede che ogni prodotto (y’) (y")?2... 
ha come cocfficiente un polinomio di grado gqg in y, purchè 


aC, +4 AL AE 


Riguardo a tali sistemi secondari, sorge un problema ben preciso, che è 
il seguente. Supponiamo sviluppati i determinanti che formano le singole equa- 
zioni del sistema; i coefficienti dei singoli termini saranno delle espressioni dif- 
ferenziali (di cui non abbiamo però dato la legge di formazione) di quelli del 
sistema primario. Ora, se noi assegniamo un’espressione analoga come forma, 
ma a coefficienti qualunque, come si farà a riconoscere se essa è oppur no 
un’ equazione di un sistema secondario ? Così anche vi è da trattare diretta- 
mente le proprietà geometriche di questi, come ha fatto il prof. Pascal con 
la sua equazione: su tali problemi speriamo di poter portare qualche modesto 


contributo in seguito. 


Napoli, Agosto 1921. 
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SULLE VARIETÀ ABELIANE REALI 
E SULLE MATRICI DI RIEMANN REALI 


MEMORIA 


DI 


SALVATORE CHERUBINO (a Napoli) 


A base della teoria delle varietà abeliane a p dimensioni, dal punto di 
vista algebrico, e quindi a base della geometria algebrica sopra una varietà 
algebrica di irregolarità superficiale p, è stata posta, dal prof. Scorza, la 
nozione di matrice di Riemann, che gode molte interessanti proprietà e dà 
luogo a notevoli applicazioni, come dallo stesso prof. Scorza è stato messo 
in luce in una bella serie di lavori apparsi dal 1916 in poi ('). 

Poichè due varietà abeliane a p dimensioni fra loro complesse coniugate 
posseggono matrici di Riemann pure complesse coniugate, è intuitivo pen- 
sare che le proprietà di una coppia di matrici di Riemann complesse co- 
niugate debbano avere importanza per lo studio di una varietà abeliana, dal 
punto di vista reale. Infatti, come qui sarà visto, la ricerca di tali proprietà 
può assai utilmente servire a dar luce sulla teoria delle varietà abeliane bi- 
razionalmente identiche alle proprie complesse coniugate e sulla struttura dei 
loro gruppi di trasformazioni antibirazionali. 

I primi studii sistematici, di indole generale, sulle varietà algebriche dal punto 
di vista reale sono dovuti al Klein (*)e, più ampiamente, al Comessatti (5°). 
Però il primo si occupò esclusivamente delle curve algebriche a superficie di 
Riemann simmetriche ed il secondo delle superficie razionali. Fu il C 0- 
messatti ad introdurre la nozione di trasformazione antibirazionale ed a 


(4) Avremo qui assai spesso occasione di richiamare specialmente la Memoria dal titolo : 
Intorno alla teoria generale delle matrici di Riemann e ad alcune sue applicazioni. [Rend. Circ. 
mat. di Palermo, t. XLI (1916)]. 

(?) Riemann’ sche Flichen [Gottingen, 1894, II Abdruck], Bd. II, parte III. 

(3) Fondamenti per la geometria sopra le superficie razionali dal punto di vista reale. [Math. 
Ann., Bd, 78 (1912)] e Sulla connessione delle superficie razionali reali. [Ann. di Mat., t. XXIII, 
SEL]. 
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rilevare che a superficie razionali di una medesima classe reale rispondono 


trasformazioni antibirazionali involntorie simili rispetto al gruppo delle tra- 
sformazioni birazionali e viceversa ('), mentre il Klein dimostrò che ad una 
superficie di Riemann ammettente una trasformazione antibirazionale invo- 
lutoria risponde un’equazione algebrica a coefficienti reali (*). 

Nella presente Memoria, —- che contiene soltanto una parte dei risultati 
che ottenni durante ricerche compiute sin dall’ inverno 1917-1918 (*) — viene 
introdotto il concetto di gruppo ed indice di antimoltiplicabilità per una matrice 
di Riemann, il quale giuoca un ufficio importantissimo nella teoria di quelle 
matrici di Riemann che qui diciamo reali e delle varietà abeliane (anche 
esse reali) che le posseggono. 

Per matrici di. Riemann reali s'intenderanno quelle matrici che ammet- 
tono un’ antisostituzione riemanniana involutoria (cui corrisponde un’ antinvo- 
luzione riemanniana proiettivamente identica al coniugio dello spazio rappre- 
sentativo della matrice): esse, come qui appresso si vede, appartengono @ 
quelle varietà abeliane, e a quelle soltanto, che sono reali, ossia che ammettono 
una trasformazione antibirazionale involutoria in sè (o addirittura il coniugio). 

Le varietà abeliane birazionalmente identiche ad una stessa varietà reale 
possono distribuirsi in una 0 più classi reali — cioè in classi tali che nella 
stessa classe sieno tutte e sole le varietà trasformabili una nell’altra mediante 
trasformazioni birazionali reali, cioè portanti il coniugio dell’una nel coniugio 





dell’altra — le quali classi reali, come qui faremo vedere, corrispondono biuni- 
vocamente ai sistemi di realità. 

Questi sistemi di realità sono determinabili quando si conosca una trasfor- 
mazione antibirazionale involutoria insieme a tutte le operazioni del gruppo 
delle trasformazioni birazionali della varietà, cioè non appena si sia ottenuta. 
un’antisostituzione riemanniana involutoria della sua matrice di Riemann 
e siano insieme note tutte le sostituzioni del gruppo di moltiplicabilità modu- 
lare della matrice stessa, 

Altri risultati, che credo anch’essi non privi di interesse, sono qui pre- 
sentati per le antiamografie riemmanniane principali e per le antiomografie 
riemanniane periodiche. 

Mi auguro di potere, fra non molto, riprendere i concetti introdotti e i 
risultati qui ottenuti onde completarli per approfondire la teoria generale delle 
varietà abeliane e delle loro matrici di Riemann dal punto di vista reale, 
della qual teoria questo lavoro segna appena i fondamenti primissimi. 


(4) Cfr. la prima delle due memorie citate, n. 7. 

(?) Loc. cit.; pag. 133-134, 

(*) Mi si consenta qui di render vivissime grazie all’illustre prof. Scorza, che mi ha 
incoraggiato a riprendere e pubblicare quelle ricerche, che egli già conosceva per essermi 
stato largo di preziosi consigli durante tutto l’anno 1917 ed anche dopo, fino a quando, per- 
chè mobilitato, dovetti lasciare i miei studii e la mia famiglia in Roma. Con l’ occasione, 
faccio noto che avevo allora ottenuti anche dei risultati pel caso delle superficie iperellittiche 
reali, che spero di far conoscere in una prossima occasione, 





$ 1. — Le antiomografie e le antisostituzioni riemanniane 
di una matrice di Riemann. 


1. Sia 
O Z|| 04,083: || ((=1,2,...,P) 
una matrice di Riemann vincolata alla sua complessa coniugata 
eo 10] Leni ANO A 1) Mg 
cioè a dire ma iefinio 4p? numeri razionali a,, tali che si abbia 


4-02) 


Damon =0 Ceedlece o: api 


ik 
Ciò si esprimerà dicendo che la © ammette la forma antiriemanniana 


pes > din XV Yk 3 


ik 


A* = > dix Li Yz 


ih 


mentre, com’è noto, la 


. è una forma riemanniana simultanea di w ed ©. 
Rappresentando ©, al modo solito, in uno spazio lineare oo°?4, S,,-,; @ 


dicendo t, t le sue imagini coniugate, che sono anche quelle di ©, ed inter- 
pretando le 2 serie di variabili @,y come coordinate proiettive omogenee di 
—. punti in S,,-,, l'equazione 


A*—= 0 


rappresenta una reciprocità riemanniana simultanea di © ed ©. 
Invece la 


AN== 0 


(1) La sopralineatura indica il passaggio al valore complesso coniugato, cioè x ed x sono 
que numeri o variabili fra loro complesse coniugate. 
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diremo che rappresenta un’antireciprocità riemanniana di ©, cioè un’ antireci- 


procità razionale di S,,-, in se stesso nella quale ciascun punto di © (1) è co- 


niugato a tutti quelli di © (©) stesso. Diremo allora anche che 1’ antirecipro- 


cità A muta l’imagine © (x) di © in se stessa e ciò anche quando A. sia de- 
genere, benchè in tal caso la espressione adottata non sia del tutto esatta. 

Il determinante |a] si dice modulo dell’antireciprocità A. K se |a] =0, 
la A è degenere ed ammette dei punti singolari il cui luogo è il primo asse di 
A, mentre gli iperpiani omologhi ai punti non singolari dello spazio ambiente 
si intersecano nel secondo asse di A, che ha la stessa dimensione del primo. 

Allora vale il teorema seguente: 

Se umantireciprocità riemanniana di una matrice di Riemann è degenere, 
essa è di specie necessariamente pari e ciascuno dei suoi due assi è un S 


gu VA- 


zionale appoggiato secondo S,-, imaginarii coniugati alle due imagini coniugate 
della matrice. i 
Il quale è analogo ad altro dovuto a Scorza (') e si dimostra allo 


stesso modo. 


2. Come dalla nozione di reciprocità riemanniana si deduce quella di omo- 
grafia riemanniana, così da quella di antireciprocità si deduce la nozione di 
antiomografia riemanniana. Cioè a dire : 4 

un’antireciprocità riemanniana si interpreti come operazione che fa pas- 
sare dai punti agli iperpiani di S,,-, € si moltiplichi a destra per Vinversa di 
una reciprocità riemanniana fissa non degenere di ©: il prodotto è appunto 
un’antiomografia riemanniana di ®; 


questa può anche ottenersi dal prodotto di un'omografia riemanniana 


simultanea di © ed © per il coniugio I dello spazio rappresentativo Sy, 


come anche le antireciprocità riemanniane di © non sono altro che i prodotti 


delle reciprocità riemanniane simultanee di © ed © per il coniugio di a EE 

Ne risulta che: 

a) Le antiomografie riemanniane della matrice ® sono tutte e sole le an- 
tiomografie razionali di S,,-, che mutano ciascuna in se stessa le due imagini co- 
niugate di . 

Ovvero anche: esse sono date da tutti e soli i prodotti del coniugio dello 
spazio rappresentativo S,,-, per le omografie razionali di esso che mutano invo- 
lutoriamente fra loro le due imagini coniugate di ®. 

Le omografie e le antiomogratie riemanniane di una matrice di Rie m ann 
costituiscono evidentemente un gruppo che si riduce a quello di moltiplicabi- 
lità nel caso che la matrice non sia vincolata alla sua coniugata. Qualora la 
matrice sia vincolata alla sua coniugata, questo gruppo, che è certamente più 
ampio di quello di moltiplicabilità, sarà detto di antimoltiplicabilità. 


(1) Mem. cit.; I, n. li. 
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Se © è addirittura isomorfa ad 0, tutte le sue antiomografie (omografie) 
riemanniane si ottengono dalle omografie (antiomografie) moltiplicandole a de- 


| stra per una antiomografie riemanniane fissa non degenere. 


Perciò : 

b) il gruppo di antimoltiplicabilità di una matrice di Riemann iso- 
morfa alla sua coniugata contiene come sottogruppo eccezionale di indice due, 
quello di moltiplicabilità della matrice stessa (!). E perciò è sempre infinito di- 
scontinuo, salvo che quest'ultimo gruppo non sia identico: nel qual caso il gruppo 


di antimoltiplicabilità si riduce alla identità e ad umantiomografia riemanniana 
 involutoria. 


3. Il carattere simultaneo ) di ® ed ©, diminuito di uno, sarà detto anche 


indice di antimoltiplicabilità di w e si indicherà con ’. 


E evidente che: 
a) se una matrice riemanniana w non è vincolata alla sua coniugata il suo 
indice di antimoltiplicabilità è eguale a — 1; e viceversa. Altrimenti detto indice 


$ di = 0. 


Pi tira a 


Tenendo presente che il carattere simultaneo ) di due matrici riemanniane 
isomorfe, diminuito di uno, è eguale al comune indice di moltiplicabilità, si 
ha che: 

b) se una matrice di Riemann è isomorfa alla sua coniugata, il suo 
indice di antimoltiplicabilità è eguale a quello di moltiplicabilità. 

Tenendo poi presente che se due matrici pure sono vincolate sono anche 
isomorfe, si ha che: 

c) Vindice di antimoltiplicabilità di una matrice di Riemann pura o 
è — 10 è eguale a quello di moltiplicabilità. 

Infine (*) 

d) indice di antimoltiplicabilità di una matrice di Riemann è sempre 
=—1, mentre è anche h<=2p—1;h<p° —1; h<=2p(p—1)—1; h= 2p?—1 
secondo che: è pura; ovvero impura ma priva di assì ellittici ; ovvero non è ad 


x 


indici massimi; ovvero è ad indici massimi. 
4. Le 
uo l 
(1) po, =@Q,%,4-d2%, +0: + 499 %p AA) 


sieno le equazioni di un’ antiomografia riemanniana QI non del tutto indeter- 


minata della matrice w. Mutando essa ciascuna in sè le imagini di ®©, esiste- 


given 


“n 
È 


(') Se w ed w sono vincolate senza essere isomorfe, non si può più parlare di indiee del 
gruppo di moltiplicabilità in quello di antimoltiplicabilità, almeno nel senso ordinario. 


(2) Scorza, loc. cit., I, n. 64. 
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ranno dei numeri, in generale complessi, );, pei quali si avrà 


(2) DE 0), + 0, "tr a +3 Op, — dl 0;, SE 4,9 0; SIE c04 tam Wjep 
(AP ZIARZIDARI 


Se nelle (1) si pone 


4103) dice) P 
(a) 2,= No, X+ Na Kot (SS) 


e si tengono presenti le (2) ed il fatto che, poichè il determinante avente per . 
linee quelle di ‘ e di © è diverso da zero, le (a) ora scritte si interpretano 
come una trasformazione di coordinate, hanno luogo le seguenti relazioni, che 
costituiscono le equazioni della stessa I nel nuovo sistema di coordinate : 


DRACO NT 


p 


(1)' | 
PR Ki N 4 00. Hk- A Xop 


(BAR) 


Prese dunque in t, t come piramidi di riferimento quelle aventi per ver- 


tici i punti le cui coordinate in S,,-, sono date dalle linee di © ed ©, le for: 


mole : 

(3) yy + dae yy die ed (e =152020 i; 2) 
e 

(3) Ly =; Aa A (6=1,2,...)P) 


definiscono rispettivamente le due antiproiettività che la QI subordina in ed 
in ©. 

Indichiamo con gI l’antisostituzione ottenuta dalle (1) sopprimendo in (1) 
il fattore p e supponendo che i numeri a,, siano, come può sempre ritenersi, 


numeri interi. La gI si dice un’antisostituzione riemanniana di w, corrispondente 
all’antiomografia QI. 


Le formele della gI sono dunque le 


(4) v.=M0 4 ag Ji ag (f=1,2,...,2p)o 


' ii 
tica 
c 29 
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mentre quelle di g, sostituzione riemanniana simultanea di © ed ©, sono le 
stesse senza le sopralineature ai primi membri. 
Ad ogni antiomografia riemanniana di una matrice di Riemann corri- 


spondono infinite antisostituzioni riemanniane della matrice stessa. 


5. Dall’eguaglianza dei due prodotti di determinanti 


Bi ia nn gg | RSI I 


DETTI Sesta x DOD 


dop, Mele. al o dopo — [0] Opi e; er, e/ ‘e. è. Apop # 
DREERtA | Op. 0 OUT VO Op de, 
N i } ; sa OTO NA Vi 
ai * 0» 0. Rea 0 Sena .-.0—g . . . 
- È 0—p eten. 0 Lg don 4 19 . . . ® È 
i MST 0—p kai Sr a ap e ee pap Viope «è op 
1 n 
che si riconosce mediante le (2), risulta l’identità : 
i ti 
i A,, TP dg * dè» dop 0—p è 0» 0 Kyj CRC Kia 
È dp, a AA ; de.È j 
x . . . + È \ O) 
i nt y = 0 dele 0—p Aol e e. Koi 
. . . Li 0 0.0 è. Li” 0—-p ® 0. » 0 
dop, Get Cso Age dear, Apia Usate: Op 
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che, per p= 0, dà 


|a (°) 


(7) D(0)= [a,.]=(— 1)? |}; 





(4) Questa identità e la (6) sono analoghe a quelle che si hanno nel caso delle omografie 
riemanniane. Il procedimento dimostrativo della (6), per il caso delle omografie riemanniane, 
si trova già nella nota a piè di pag. 5 del lavoro di Rosati: Sulle valenze delle corrispon- 
denze algebriche fra i punti di una curva algebrica (Atti di Torino, vol. LIII (1917)) pel caso 
che trattisi di una tabella di periodi normali per una curva algebrica, e si trova anche, 
in forma alquanto più generale, in una Nota di Hamburger apparsa nel vol. 76 del Gior- 
nale di Crelle dell’anno 1873 (Bemerkung diber die Form der Integrale der Linearen Differential- 
gleichungen mit vertinderlichen Coefficienten). 

A questo proposito, credo opportuno aggiungere che, nello inverno 1916-1917, dimostrai 
una proposizione che sta in fondo alle considerazioni fatte dal Rosati sul lavoro citato, e 
che è la seguente: 

Le funzioni caratteristiche delle omografie razionali associate ad una corrispondenza algebrica 
ed alla sua inversa, su di una curva algebrica, hanuo gli stessi divisori elementari. 

La dimostrazione è assai semplice. Infatti, queste funzioni caratteristiche sono (adottando 
le notazioni Hur witz seguite dal Rosati); 





hp. + Tp Hy + + + Hp 
ipy +00 dop Hoi spp 
Ins + +. Gip Gi, Nate le Gip 
Ipi rp Gp + + + Gop_P 
Gute o.'Tal e Gpl —H,, aj deli so =<Hgi 

x Gip » «+ Gong —Hp » 0 Hop 
It ear r9pi hip <.. da 
—94p +e —Ipp hyp Duo hppP 


Due minori corrispondenti qualsiansi di questi due determinanti sono dei tipi 














h—-g;xf H r G_-eipl —H 8 
e” 1 per i=k 
s Sh = 
9g |Gsap| 8 —g |h_-emnp| r O per i4% 
r 8 s' r' 


Il primo di questi minori si riduce al secondo con le seguenti 4 operazioni successiae: 





ì 
J 
i 
i 


| 
- 
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e quindi: 

il modulo di un’antiomografia od antisostituzione riemanniana di una ma- 
trice di Riemann, se non è nullo, è positivo 0 negativo secondo che il genere 
della matrice è pari o dispari. 

È utile anche tener presente che : 

1.° L'aspetto del determinante caratteristico D(p) indicato al 2° membro della (6) 

dipende dal fatto geometrico che un’ omografia riemanniana simultanea di è ed 


w ha in ce © una coppia involutoria di Sp, omologhi. 

2.° Poichè il 2° membro della (6) non muta se si cambiano i segni delle 
prime p righe e quelli delle ultime p colonne, cioè se si cambia p in — p, si 
ha D(p) = D(— p) e quindi nella equazione D(0) =0 compariscono soltanto le 


potenze pari di p. 


6. Considerando, se esistono, le sole antisostituzioni riemanniane unimo- 
dulari, ossia di modulo (— 1)? di una matrice di Riemann, è chiaro che 
esse costituiscono un gruppo insieme alle sostituzioni riemanniane modulari (cioè 
di modulo 1), sempre esistenti, della matrice stessa: anzi quest'ultime formano 
ancora un sotto-gruppo, che è contenuto in quello coll’indice 2. 

Questo gruppo totale sarà detto di antimoltiplicabilità unimodulare per la 
matrice 0 e quello delle sole sostituzioni riemanniana modulari si dirà di molti- 
plicabilità modulare. 


7. Parmi utile di chiudere questo paragrafo col rilevare le seguenti pro- 
posizioni che sono, in parte, conseguenza immediata di una di Scorza (') e 
che ci occorreranno più in là. 

a) Se ‘una matrice di Riemann wè composta di più matrici coincidenti 
con una stessa w,, affinchè w sia vincolata alla sua coniugata occorre e basta che 


lo sia w. E se è, è addirittura isomorfa ad ®, anche © è isomorfa ad %. 
Ne segue, per un noto teorema (*), che 
b) una matrice impura priva di assi isolati è vincolata alla sua coniugata 
soltanto a patto che una qualsiasi delle matrici pure con le quali, a meno di 
isomorfismi, può sempre supporsi composta (e quindi tutte) sia vincolata alla 
propria coniugata. 





1° cambiamento di segno alle ultime s colonne ed alle ultime s’ linee; 2° scambio delle righe 
con le colonne; 3° scambio delle ultime 8’ colonne colle prime r; 4° scambio delle ultime 8 
linee colle prime r, E ciò basta per la dimostrazione del nostro teorema dal quale, e da quello 
avanti citato, possono farsi scaturire le considerazioni di Rosati della Nota mentovata. 
(4) Loco cit., I, n. 29. 
(®) Scorza, loc. cit., I, n, 46. 
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E poi anche 
c) affinchè una matrice ad indici massimi sia vincolata alla propria co- 
niugata occorre e basta che la matrice ellittica con la quale la data, a meno di 
isomorfismi, può supporsi composta sia vincolata alla propria coniugata. 
E ricordando che due matrici pure, se sono vincolate, sono ‘addirittura 
isomorfe, le due precedenti proposizioni si completano con queste altre : 
d) una matrice impura priva di assi isolati se è vincolata alla sua coniu- 


x 


gata è anche ad essa isomorfa, 
e) una matrice ad indici massimi se è vincolata alla sua conîugata è ad- 


dirittura ad essa isomorfa. 


$ 2. — Le antinvoluzioni riemanniane e le matrici di Riemann reali. 


8. Dicesi antinvoluzione riemanniana di una matrice ® di Riemann 
ogni sua antiomografia riemanniana (se esiste) che è involutoria. 
Sia © una matrice di Riemann e J un’antinvoluzione da essa ammessa. 


La J è il prodotto di un’omografia simultanea « di è ed ® per il coniugio I 
dello spazio ambiente. 

Da J—=0I e J—=1 segue subito, poichè a è reale cioè Ial=a, che si 
ha a —=1. Perciò a, che non è certo identica nè degenere, ha due soli spazii 
fondamentali : siano questi S,, 00°, ed S,p-,-1, 00° D'altra parte gli spazii 


t e t sono omologhi in a, e poichè sono indipendenti essi non possono aver 
punti a comune nè con $,, nè con S,,-,-- Deve dunque essere 


1+p<2p_1 . 2p_-_2—-)+p<2p—-1 
dalle quali si ha 


l<“ap_i ’ ped 
cioè 


l=p_ 1. 
Dunque: i due spazii fondamentali di a sono della stessa dimensione p—1. 


9. Ma qui conviene meglio precisare. La a sia data dalle formole 
(1) po’, = 4%, + 409% 4-4 Gap %p =N an dg (=1,2,...,2) 
l 
con 


(2) Di Oy = Day on (=1,2,.,2p;k=1,205P.) 
r L, 
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Per la involutorietà si ha 
0 er 8 r 
(8) Vevan=}, Lal ($,r==1,2,...,2P) 


I 


ed anche, tenendo conto che le (1)” possono assumere la forma (1) (n. 4): 


7 0 per h+s 
(9) Dio a anta) 
j 
Nelle (8) c è un numero razionale non nullo indipendente dagli indici s 
ed r. Così c' non dipende da % ed s. 


E però facile vedere che si ha 
(10) ei=c. 


Basta infatti moltiplicare ambo i membri della (2) per @,,, sommare da 
j=Laj==2pe tener presenti le (2), le (8) e le (9) per ottenere 


poi ME IA RIZ, 


e poichè, per un % qualsiasi, le ©,, ($=1,2,...,2p) non son mai tutte nulle, 
si ha appunto c = e’. 

Se ora nel secondo membro della (6) si moltiplicano le prime p orizzontali 
per 1; - + +); € Si sommano alla (p+ è)" moltiplicata per p, é così per 
t=1,2,...;P; la (6) stessa diventa, per la (9) e la (10): 


u ip 
1 _ — 
De) 0 -..0-p9 da << «do | =(— 1} p?}, 
0 0 c_p° 0 
0 0 0 c_ p° 


e quindi 
|a,.| = (— 0). 


— Da questa, se p è dispari, poichè allora |a, <0, si ricava ce > 0. 
Se per funzione od equazione caratteristica di un’antiomografia intendiamo 
quella dell’omografia che moltiplicata per il coniugio dà luogo all’antimografia 

considerata, si possono subito enunciare le seguenti proposizioni : 


veti ip bi dan Add A 


A I RE RE N PI TAI ii 
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a) La funzione caratteristica D(p) di un’antinvoluzione riemanniana di una 


matrice di Riemann di genere p ha p radici eguali a 4- Ve e p eguali a — Ye, 
dove — c è un numero razionale radice p”"° del modulo D(0) dell antinvoluzione 
medesima. ; 

b) Le radici dell'equazione caratteristica di un’antinvoluzione riemanniana 
di una matrice di Riemann di genere dispari sono due numeri reali ed hanno 
egual molteplicità. 

Osserviamo anche che : 
c) I divisori elementari delle due radici dell’ equazione caratteristica pre- 


detta, quale che sia p, sono tutti lineari. 


10. Affinchè Pantinvoluzione J sia a catena fondamentale, cioè proiettiva- 
mente identica al coniugio, occorre avere, per un opportuno punto 0=(%,%,...%3p) : 


px, = @g EX, + 4,9%4 00 drop dop resi. Z0066 ‘ SPIA 
da cui, per le (1)” 
ppa,= Dana ii roi 
st 
e quindi, per le (8) 
ppa, = ca, resti 


onde c > 0. 

Ma questa condizione è anche sufficiente. 

Infatti, il numero c dato dalla (8) sia positivo : esso potrà allora sempre 
supporsi eguale al modulo del numero p che compare nelle relazioni 


(11) ea= Naga, rea Idea 
di 


le quali ci dànno le coordinate @, , @",,...,, del punto P' che corrisponde 
in J ad un certo punto P di coordinate C, 333063 Cop (*). Moltiplicando 


(4) Se p è qualunque, sia c = kg p. Prendasi allora 56 =% e pongasi p=po: sì avrà 


De ret dee, 4 
pa, = pa", 


to 

2, 

a',= — 
[el 


e le 2”, ,...,”) sarebbero coordinate dello stesso punto P’. Intanto risulta appunto 








È 
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ambo i membri delle (11) per a,, e sommando da r==1 ad r—2p si ha, 
per le (8) 


Mi. 
r p » Ut ) | » Us; 0») = C%;, 
ie 4) 


r 


e quindi, poichè c=Ppp, si ha 


pa, Asnh® 
r j 


ossia, scambiando r con s, scrivendo j al posto di s e prendendo i valori co- 
niugati di ambo i membri 


(11) pi, =Na, g',. 
° E) 


Sommando queste con le (11) si ottengono le 


ea, + a) = Na,a, +) (E 2) 


0) 


le quali ci mostrano che il punto di coordinate 


40, 30%9+0,) 3 %ot+ Cw 


è unito per J, quindi che J è a catena fondamentale. 
Poichè, se c è positivo, il numero precedente ci assicura che le due ra- 
dici di D(p), ossia i due spazii fondamentali di a (con J= «1) sono reali, si è 
ottenuto il teorema : 
a) affinchè umantinvoluzione riemanniana J == 2I di una matrice rieman- 
niana sia a catena fondamentale occorre e basta che V omografia riemanniana 


involutoria a, simultanea per ® ed ©, abbia i suoi due spazii fondamentali reali. 
Segue (proposizione d) del n. prec.) che 
Db) le antinvoluzioni riemanniane delle matrici di Riemann di genere 
dispari sono tutte a catena fondamentale. 


11. La matrice © ammetta un’antisostituzione riemanniana involutoria: se 
questa si rappresenta con le formole 


d,= Nana, e e=152,0105 20) 
| 





per la involutorietà occorrerà che 


ite 4-0 persa il 
Don a=}1 perni 


s 


E allora, dalla (8) del n. 9 e dal n. prec. segue che: 

a) Vantinvoluzione riemanniana corrispondente ad un’antisostituzione rieman- 
niana involutoria (e quindi unimodulare) è necessariamente a catena fondamentale 
e può sempre supporsi avere una funzione caratteristica possedente p radici eguali 
a + 1 e p radici eguali a — 1. 

Una matrice di Riemann che ammette un’antisostituzione riemanniana 
involutoria (e quindi unimodulare) sarà detta reale. 

Avvertasi che, come è chiaro : 

b) la nozione di realità delle matrici di Riemann è invariante di 
fronte alla relazione di equivalenza. 

Poichè, se una sostituzione od antisostituzione corrispondente ad un’omo- 
grafia o antiomografia periodica è modulare od unimodulare, detta sostituzione 
od antisostituzione è anch’essa periodica (con periodo doppio od eguale); poichè, 
com’ è chiaro dai due n. prec., se un’antinvoluzione riemanniana è a catena 
fondamentale, una sua ‘antisostituzione riemanniana, se unimodulare, è certa- 
mente involutoria, si ha che: 

c) se una matrice riemanniana ammette un’antinvoluzioue riemanniana a 
catena fondamentale cui corrisponde un’antisostituzione riemanniana unimodulare 
essa matrice è reale. 


E perciò, tenendo presente anche la è) del n. prec. e la d) del n. 2: 


d) una matrice di Riemann di genere dispari ad indice di moltiplica- 
bilità nullo, ma equivalente alla sua coniugata, è necessariamente reale. 


$ 3. — Le antiomografie riemanniane principali. 


12. Sia un sistema nullo riemanniano principale, cioè tale che il complesso 
lineare ad esso relativo non contiene alcuna delle rette reali appoggiate alle 
imagini t e © della matrice ©, e sia S—= 0] un’antiomografia riemanniana non 
degenere di . 

Può avvenire che si abbia S-!2S=9, ossia, poichè a-!La è reale, 


a-!Qa = ®, cioè che la a, omografia riemanniana simultanea di © ed @, tra- 
sformi, come la S, in sè Q. Allora si dirà che S è principale. 

Dunque: un’antiomografia riemanniana principale di w è un’antiomografia 
riemanniana non degenere di w che trasforma in sè un sistema nullo riemanniano 
principale di è stessa, ovvero anche il prodotto per il coniugio di un’omografia 


riemanniana simultanea non degenere di © ,© che trasforma in sè un sistema 
nullo riemanniano principale di © (0). 
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Un’antisostituzione riemanniana di una matrice © si dirà principale se cor- 
risponde ad un’antiomografia riemanniana principale. 
Ogni sistema nullo riemanniano principale di © è trasformato in un sistema 


nullo riemanniano di w, anch’esso principale, da ogni antiomografia riemanniana 
non degenere di ©, 


13. Sia 


Aa 20 20) 


WD 
I 
2 
Lan 
Il 
pas 

SI 
I 

ES 

è 


un’antiomografia riemanniana principale di © ed 


A=N0,9.y.=0 rai Leiden 2) 
r$ 


l’equazione del sistema nullo riemanniano principale che la S, e quindi anche 
la S-!, mutano in sè. 


Si avrà dunque 
(12) Opa =D 0,4 dr (E n) 


ove 6 è un numero razionale conveniente e non nullo. 
Dalle relazioni ora scritte si ha intanto 





ole, == |a,"-l0,) 
e, poichè |c,.| +0, 
(13) ci 
Poniamo 


1 _ 1 = n 
H,=— 3a > 073 Dj Og Di > Csr 0;n 0 = Hy; 
rs 


rs 


e consideriamo la forma bilineare 


H=SHyw,y (jf = 921. , D) 
sl 





PO IVA 


X 80 X 


la quale, ove si ponga y’, = NA e poichè Q è principale, diventa una forma 
Hermitiana definita. 


La S dia luogo alle relazioni 


ò da Wa; — » di Dis 5 
i 


j 


allora è facile vedere che eseguendo sulla H le due sostituzioni 


43003 1P Ì 
(14) =Yht 0 ve ho ORO 
t ? 


la forma lineare trasformata K soddisfa alla identità 
(15) K= —cH. 


Ne risulta, poichè K ed H debbono essere entrambe definite positive o 
definite negative, che 


L0 





e poichè |a, è del segno di (— 1), la (13) ci dà 





o° = |a 


Dil { 

9 

Consideriamo ora quest’altra forma bilineare i 
Q 


4y**0)P 


Jp 0003 
H=S E, Wi; vi +SH, Wat VoH ($ FEES SP , PD) 
jt gl 


la quale, per y,= p', diventa una forma Hermitiana definita (positiva o ne- 
gativa, come H). 
Poniamo in essa 


/ 430003 n 
Ù = Boe b'oti =D ba 
t t 


410003) Ares) P 
pine Di: , peo > 
Va = yi Votu Voki = dl Vu 
u u 


(16) 





Lau Pre / e vida AR ile A n nn in A 8 | rc lat la 20M «a ded 
"E . ‘ * 
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e diciamo K* la forma bilineare trasformata. Si otterrà, come è facile con- 
statare 





R*=sH* 


Se ne deduce che le sostituzioni 


U 1 , 1 [Ni . x 
pa == Dida te Parsi N =1,2,...,D) 
sie aride 


1 # i 1 
= Da Votu y gt = Da Vu (2 =3;1 ’ 2 FIA , D) 


(17) 





mutano la K* esattamente in sè stessa e perciò le radici delle equazioni ca- 
ratteristiche di queste due sostituzioni sono a divisori elementari lineari e 
sono di modulo uno. 

Si può dunque enunciare che : 

L'equazione caratteristica di un’antiomografia riemanniana principale è a divisori 
elementari tutti lineari e le sue radici hanno tutte per modulo )|—c, dove 6 è un 


x 


numero razionale negativo la cui potenza p"" è eguale al modulo dell’ antiomo- 
grafia. 


14. La forma riemanniana alternata £ sia intera e primitiva, cioè a coef- 
ficienti interi e primi fra loro. Allora le (12) ci assicurano che 6 è intiero, 
cosicchè se S è di modulo (— 1)?, si avrà o = — 1. 

Ne segue che le radici dell’ equazione caratteristica di S sono tutte di 
modulo uno, e poichè questa equazione caratteristica è a coefficienti intieri e 
col primo coefficiente eguale all’unità, un teorema di Kronecker (') già 
utilizzato in un caso analogo da Scorza (*) ci assicura che queste radici 
sono tutte radici dell’unità e quindi che S ed « sono periodiche. 

Se il periodo di a è n, poichè a è permutabile col coniugio I, si ha S"=a"I” 
il che prova che il periodo di S è ancora n, oppure è 2n, secondo che, n è pari 
o è dispari. 

Possiamo dunque enunciare : 

a) ogni antisostituzione riemanniana principale di una matrice di Riemann 
di genere p, che sia di modulo (— 1)°, è periodica. 

Viceversa (*): 

b) ogni antisostituzione riemanniana periodica di una matrice di Riemann 
di genere p è di modulo (— 1)? ed è principale. 


(4) Journ. von Crelle, Bd, LIII (1857) pp. 173-175. 
(*) Loc. cit., I, n. 26. 
(®) Cfr. Scorza, loc. cit., I, n. 25. 


VOL, LX, il 


Rene 


e sole î prodotti per il coniugio delle s sostituzioni riemanniane simultanee perio. 


diche di w ed w. 


niugio) delle sostituzioni riemanniane simultanee di © ed @. 


82 


Infine notiamo ancora, benchè evidente, che : 
c) le antisostituzioni riemanniane periodiche di una matrice ® sono tutte 





Il che è anche conseguenza immediata della realità (permutabilità col co- 


$ 4. — Alcune osservazioni sulle antisostituzioni riemanniane periodiche. 


15. Sia Q un’antisostituzione riemanniana periodica, e quindi unimodulare, 


di © e 2r il suo periodo. La £" è anch’essa unimodulare ed è involutoria. Inoltre, 
se r è pari, &" è una sostituzione riemanniana modulare di cui le radici del- 
l'equazione caratteristica, che sono parte eguali a + 1 e le rimanenti eguali a 
— 1, sono di molteplicità pari (!. Allora vi sono 2? radici dell’ equazione 
caratteristica di che sono radici r” di 4 1, mentre le rimanenti 2(p — 1) 
sono radici r”° di — 1. 


Se invece r è dispari, £" è un’antisostituzione riemanniana a periodo due, 


perciò corrisponde ad un’antinvoluzione riemanniana a catena fondamentale. 
Allora le radici dell’equazione caratteristica di I" sono + 1 e — 1 ed entrambe 
di molteplicità p (n. 11 a): ne segue che fra le radici dell'equazione caratteri- 
stica di IQ ve ne sono p radici r” di 4 1 ed altrettante radici r"° di — 1. 
Perciò può enunciarsi che : 


a) se O è un’ antisostituzione riemanniana unimodulare di periodo 2r, la 


equazione caratteristica di IQ, per r pari, ha per radici 21<2p radici r"° di +1 
e 2(p—D) radici r" di —-1, 


se invece r è dispari vi sono p radici r"° di +1 ed altrettante radici r"° 


x 


di — 1, e la matrice è reale. 


Dall’ultima parte di questa proposizione segue che : 
b) è periodi delle eventuali antisostituzioni riemanniane unimodulari perio- 


diche di una matrice di Riemann che non sia reale sono tutti numeri divisi- 
bili per 4. 


Se £, invece di un’antisostituzione indica un’antiomografia riemanniana di 


periodo 2r, osservando che £ corrisponde a 2 antisostituzioni fra loro opposte 
i cui prodotti pel coniugio hanno le equazioni caratteristiche a radici eguali 
ed opposte e tenendo presente che le radici dell'equazione caratteristica del 
fattore a di un’antinvoluzione riemanniana Ia, a meno di un fattore costante, 
sono + 1 0 + secondo che l’antinvoluzione è a catena fondamentale oppur 
no (n. 9 a) e n. 10) la proposizione a) si muta in quest'altra : 


c) se un’antiomografia riemanniana A è di periodo 2r, la equazione carat- 


(4) Scorza, loc. cit., I, nn, 23 e 24. 
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teristica di IQ, per r pari, ha per radici 21 < 2p radici r"° di 4-1 e 2(p—1) 
radici r"° di —1. Se invece r è dispari vi sono p radici r"° di +1 0 di +i 
e pradici r"° di — 1 0 di — i, secondo che la potenza r"% di quell’antimografia 
è un’antinvoluzione a catena fondamentale oppur no. 


16. Sia 2 —=1I60 un’antisostituzione riemanniana di una matrice di R i e - 
mann di genere p e notiamo che (n. 5, oss. 2°) poichè l’equazione caratte- 
ristiea D(p) = 0 di 8 manca del termine di grado 2p — 1, le sue radici hanno 
per somma zero. 

Perciò, se £, quindi 9, è periodica, cioè se le radici della equazione ca- 
ratteristica di 9 sono tutte radici dell’unità, tutte le radici di questa equazione 
sì possono ordinare, per un teorema di Kronecker (', in un certo nu- 
mero y di sistemi, come segue 


2 k,—1 
€; 8, N €, - aa Ma i 
2 lis 22% | 
€, E, Na E, No (ES RIST €, Ng 2 
(18) Stai IA AE AA 
2 kv—1 


&y ev My MI ei 


ove i numeri %, , %,,...,%, sono tutti numeri primi, e, ,8,,...,8y sono ra- 
dici n” dell’unità (dove n è il periodo di 6) ed n, ,,,..., sono radici 
primitive rispettivamente %,”"°, k"°,...,ky* dell’unità. 

I y sistemi (18) non sono necessariamente distinti. 

Dicasi allora s, l’ esponente cui appartiene e,: quello cui appartengono 
tutte le altre radici dell’!”° sistema, se non è s, stesso, sarà %,s,, secondo che 
8, è divisibile oppur no per (quindi è primo con) K,. 

Perciò, se i numeri 7, , 7); -+-,Yy sono tutti e soli gli esponenti distinti 
cui appartengono le radici dell’unità che costituiscono le radici di D(p) —=0, 
si ha p=2y e che se qualcuno dei numeri r, non è divisibile per l'esponente 
_k, di egual indice, vi sarà un 7;, con j=+s, prodotto di quell’r, per %,: inol- 
tre, considerato un qualsiasi %, esisterà almeno un r che sia per esso divi- 
sibile. 

Ne segue che i numeri primi &,,%,,...,y sono tutti divisori del pe- 
riodo n di 6 il quale è il minimo multiplo comune dei numeri r,,#,).}.,Tw 

Cosiecchè la matrice riemanniana considerata possiederà delle omografie od 
antiomografie riemanniane potenze di £, che hanno per periodo uno qualsiasi 


(4) Journ. de Math, pures et appliquées, t. 19, s. 12 (1854) p. 178, 


RECENTE IU. SI le PART PETE ERE EE RR 


pe E SI RO 7 e TT, Dt dae nad cieli a 
a wa I Ci 
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dei numeri % ed uno qualsiasi dei numeri r. Anzi, poichè il periodo di £ è 
pari, quelle di periodo un numero % sono necessariamente omografie, salvo il 


‘ CRAS 7 i E 
caso che sia % = 2, con di dispari: mentre quelle di periodo un numero 


sono omografie od antiomografie secondo che il quoziente del periodo di £ per 
quell’ è pari o dispari. 

Vale dunque anche pei numeri % la proprietà indicata da Scorza in 
fine del n. 25 della Memoria più volte citata, cioè i numeri X — 1 sono tutti 
divisori di numeri pari non superiori a 2p. 

Quindi : 

Le radici del’equazione carattevistica del fattore 9 di un’ antiomografia rie- 
manniana. ® = 18 a periodo finito n di una matrice di Riemann di genere p, 
si distribuiscono in y sistemi del tipo =, en,s1},...,€97, con s radice n"° 
dell’ unità ed n radice k"" primitiva dell’ unità, con k numero primo divisore di 
nelk—-1 divisore di un numero pari non superiore a 2p. 

Inoltre, la somma delle radici di ciascun sistema è nulla e, detti r, ra, .. Tu 
gli esponenti distinti cui appartengono le radici medesime, scegliendo comunque 
uno dei numeri k esiste almeno un r divisibile per esso. 

Infine è y = 2v. 





17. Per determinare dunque gli eventuali valori, in numero finito, che per | 


ogni assegnato valore di p possono essere eventualmente assunti dal periodo di 


un’antisostituzione riemanniana, oltre la relazione di Scorza 


(19) m, pr.) +. Pr de HM Lf) = 29; 


ove m,,M,,...,m, sono numeri intieri positivi o nulli opportunamente scelti 
e 9 è il segno della funzione di Eulero, si ha anche da soddisfare Y altra 


relazione 
(20) n, ki kn dA 2 
dove k,, k,,...,ks sono numeri primi distinti tali che le differenze %, — 1 


(f=1,2,...,s) sieno divisori di numeri pari non superiori a 2p, e tali. 


anche che ogni % sia divisore di almeno uno degli r. 
Da ciò se ne conclude subito che : 


1 valori che può eventualmente assumere il periodo di un’ antisostituzione 


4 


riemanniana di una matrice di Riemann di dato genere figurano tutti fra 
. . - . . . . . . . . . Ù, 
quelli ammissibili dal periodo di una sostituzione riemanniana della matrice 


stessa. i i 


Sviluppando i calcoli pel caso p= 2 e pel caso p—=3, si trova che i. 


valori possibili del periodo di una antisostituzione riemanniana sono tutti quelli 
pari trovati da Scorza pel caso delle omografie riemauniane e cioè 


peripezie 2A DEAL AO 


pertp=3: 2, 4,6 ,38, 10, 12,14 1300200024556 





ne basi: re oe i‘ i RT se Brann and MA Ri n RA SE E dn a don 4 ili 
d A > v w IUS tai a x De 6 


x 85 A 





Abbiamo qui sviluppato anche il caso p = 4, pel quale abbiamo ottenuto 
i seguenti possibili valori del periodo : 


MS UTO 12 14) 1600189, 200,24, 30, 36: 60. 


Sappiamo già (n. 15 d)) che se © non è reale, di questi numeri possono 
esser periodi di antisostituzioni riemanniane solo quelli multipli di 4. 


$ 5. Le trasformazioni antibirazionali di una varietà abeliana in sè. 


18. Sia V, una varietà abeliana @ p dimensioni, cioè una varietà algebrica 
che ammette una rappresentazione parametrica mediante funzioni abeliane a p 
variabili indipendenti «,,%,,...,, appartenenti ad una stessa tabella di 
Periodi primitivi 


—re 





Le > © = ||90;,0;33:-.3 ©; EIA DI 
che è la matrice riemanniana appartenente a V,. 
La rappresentazione è tale che ad ogni punto della varietà risponde, @ 
meno dei periodi, un sol gruppo di valori dei parametri u, ,,,...,u,ese V, 
| appartiene ad uno spazio co” (n > p) di coordinate non omogenee 2, , x, ;+::} n 
«queste coordinate soddisferanno ad n —p equazioni algebriche indipendenti. 
| Con V, si indica la varietà abeliana complessa coniugata di V,, cioè 
‘quella che contiene tutti i punti complessi coniugati di quelli di V,, e questi 


| Soltanto: la V, si rappresenta perciò parametricamente nelle p variabili 


U,, U,,-+-;, %, mediante le funzioni abeliane complesse coniugate di quelle 
che intervengono nella rappresentazione di V, pei parametri v, ed appartiene 
alla matrice di Riemann 


À a=||@,,4,,--::4| j=rl,...;p 


Le equazioni cui soddisfano le coordinate x,,,,...,%, dei punti di V, 
sono dunque le complesse coniugate di quelle cui soddisfano le coordinate dei 
punti di V,, 

Supponiamo ora che V, sia birazionalmente identica alla sua coniugata 


V,; cioè che V, possegga una trasformazione antibirazionale in sè ('). Allora 
ad ogni punto (%,,%,,...,%p) di V, corrisponde un punto (u”, IL SE, di 


Vi e questo soltanto e sussistono delle relazioni della forma 
(21) ug + ipgugt+.. Lguo + 6; ea N 


(') Denominnzione introdotta da Comessatti: Fondamenti per la geom. sopra le super- 
ficie razionali dal punto di vista reale [Math. Ann. Bd. LXXIII (1912)]. 





di e 


sol ti 
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ove le e; sono delle costanti opportune e dove il determinante dei numeri ),, 
è diverso da zero. 
Dalle (21) si deducono, al modo noto, le relazioni fra i periodi di V,, 


DIPVI 
(22) dj, dr + dj Oo d- 0: + djp Op = 0 + A, dig +0. + dg dip 
dea 7 Rn fest, re a 


dove gli a,, sono degli intieri univocamente determinati dai numeri ),,, e vi- 


ceversa. 
Quindi le formole 


(23) BU Cdl t + rep dop rd e A 


sono quelle di una sostituzione riemanniana simultanea delle varietà abeliane 


V, ® V,, ossia delle rispettive matrici di Riemann © ed o, il cui modulo 
|a,.]} per un teorema di Humbert (?), è di valore assoluto unitario, onde w 


ed © sono equivalenti. 


Viceversa, se © ed © sono equivalenti, quindi ammettono una sostituzione 
riemanniana unimodulare (23), da questa restano individuati i numeri ),;, me- 
diante le (22), cosicchè le relazioni (21) dànno effettivamente una trasformazione 


birazionale di V, in V, per ogni sistema di valori attribuiti alle costanti c;. 
Si può dunque asserire che : 
Ad ogni trasformazione antibirazionale di V, in sè stessa risponde una ed 


una sola sostituzione riemanniana unimodulare simultanea di w ed è; viceversa ad 
ogni tale sostituzione risponde una schiera oo? di trasformazioni antibirazionali 
della varietà in sè stessa. 


19. Eseguiamo il prodotto della sostituzione riemanniana (23), simultanea 


per © ed ©, per l’ antisostituzione x, = x, corrispondente al coniugio dello 
spazio rappresentativo della matrice ©: si otterrà l antigostituzione rieman- 
niana di 


(24) e, = OA do 4 drop dop i = 9 
Il modulo di questa antisostituzione soddisfa alla relazione (n. 5): 


A, = (— 1) |a A xl , 


(2?) Journ. de Math. pures et appliquéges, 5’ s., t. VI (1900) n. 143. 
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onde, pel teorema di Humbert citato poco fa, possiamo affermare che : 


È lar] =(— 1). 


Allora l’enunciato della fine del n. prec. si completa osservando che : 
ad ogni trasformazione antibirazionale in sè di una varietà abeliana cor- 
risponde un’antisostituzioue riemanniana della matrice di Riemann della va- 


rietà il cui modulo è eguale a +1 0d a —1 secondo che il genere della matrice 
(ossia la dimensione della varietà) è pari o dispari. 


20. La totalità delle trasformazioni birazionali od antibirazionali della va- 
rietà abeliana V, in sè costituisce un gruppo nel quale le trasformazioni bi- 
razionali od antibirazionali di V, che lasciano fermo il punto (0,0,...,0) 
formano un sottogruppo Y. 

In T le trasformazioni birazionali di V, in sè costituiscono un sottogruppo 
che indicheremo TI: una trasformazione antibirazionale generica di I si deno- 
terà con , mentre 7, significherà una trasformazione birazionale generica di I. 

i Con (7) e ()) indicheremo rispettivamente l’ antisostituzione e la sostituzione 
«sui parametri x che rispondono alla trasformazione antibirazionale { ed a quella 
birazionale 1,; ed infine con g e g, si distingueranno l’ antisostituzione e la 

| sostituzione riemanniana della matrice riemanniana ® di V, rispettivamente di 

modulo (— 1)? e modulare, che rispondono ordinatamente alla Y ed alla Y, 

i Le antisostituzioni e sostituzioni riemanniane g e g, di © costituiscono 
quello che diremo il gruppo G di antimoltiplicabililtà modulare di V,, ossia di 
©, mentre le sole g, formano il gruppo G, di moltiplicabilità modulare di V,, 

ossia di ©, contenuto in G. 

Poichè moltiplicando tutte le operazioni di G per un’ antisostituzione 9g 

. fissa di G stesso si scambiano fra loro tutte le sostituzioni g, con tutte le 
antisostituzioni 9, e viceversa, è chiaro che l’indice di G 
pure è due V’indice di (T,) in (1) e di F, in DL. 

Dunque : 

a) I gruppî G,, 1) ,T, Sono contenuti rispettivamente in G , (©) e I con 
l’indice due. 


o in G è due. Così 


7 Le trasformazioni birazionali od antibirazionali di V, in sè di una deter- 
minata schiera si ottengono tutte moltiplicando a destra le trasformazioni 
© di Te di I, per le varie trastormazioni di 2* specie di V 


a CIOOR DEL 
quelle che, sui parametri v, si rappresentano con le relazioni 


wWj2U;H- 6; (j=1,2,...;P) 


le c; essendo costanti arbitrarie. 
I Ne segue che: 
b) il gruppo I è isomorfo oloedricamente al gruppo complementare di quello 








4 povere 
KR“ 


A AERT, PRE 


COTE, 


e ina 
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di tutte le trasformazioni birazionali ed antibirazionali di V, in sè, rispetto al 
suo sottogruppo costituito dalle sole trasformazioni di 2° specie. 


21. Ragionando come al n. 4 della II parte della Memoria di Scorza 
più volte citata, si ottiene subito che la corrispondenza biunivoca fra le ope- 
razioni di I e di G è tale che 

a) se a "4 e x" in T corrispondono g' e g'' in G, al prodotto "'"{" risponde 


VA BS A 


quello g'g'. 
E quindi anche 
b) un'operazione di T e la corrispondente di G sono insieme aperiodiche 0 
periodiche con lo stesso periodo. 


x 


È poi chiaro che 
c) a trasformazioni antibirazionali di V, in sè corrispondono antisostitu- 


zioni unimodulari riemanniane della sua matrice di Riemann, e viceversa. 
Così pure per la trasformazione birazionale di V, in sè e per le sostituzioni rie- 
maniane modulari della suo matrice di Riemann. 


22. Occorre ora fare alcune osservazioni che ci saranno assai utili fra 


breve. 
Siano A e B due trasformazioni antibirazionali e C una trasformazione 


birazionale di V, in sè. 
Si rappresentino esse con le seguenti relazioni fra i parametri «: 











ATEO w,= Nanw+a, (tr =19ZZ4p) 
Bir w,= N6,u + E; =1,2,...:2) 
Oeste = Nn + (=1,2,...,2) 
Si avrà 

(A w,= Du + G=1,2,...p) 


ove 7*,, è il reciproco di *,; nel determinante (;,) € 


di= tela ite 





pe A O | 97 e ent 
a ta 





e quindi 


(25) VAC =..... u'; =XDr, 0,1 tale HD(D7. dol | 
s rl l v 
> DI A, n "7 i 


Dunque, affinchè si abbia 
B= CAC-! 


occorre e basta avere 


Pa | È x DE de 
(26) Bj SÙ A, Vis ; B; = DID nu) + ST dn | ‘tr 
rl I ro " 


(mod, periodi.) 


Il primo gruppo di queste relazioni ci dice che 
Des Cap, 


: dove a, b, c sono le trasformazioni del gruppo I di V, che appartengono, ri- _ 
 spettivamente, alla stessa schiera di A, B, O. 
Dicendo che due operazioni sono identiche rispetto a un gruppo (') quando 
esiste un’ operazione di questo gruppo che trasforma una di esse nell’ altra, 
potremo dunque enunciare che: 
a) Se due trasformazioni antibirazionali (0 birazionali) A, B di una varietà 
abeliana V, in sè sono fra loro identiche rispetto al gruppo delle trasformazioni 
birazionali di V, in sè stessa, le trasformazioni del gruppo I di V, che stanno 
nella stessa schiera con A e con B sono fra loro identiche rispetto a V. 

Inoltre, se al posto della trasformazione A ora considerata si pone una 
i trasformazione S di seconda (o prima) specie per V,, la CSC-, come subito 
Sì vede, è ancora di seconda (o prima) specie, e ciò quale che sia O. 

Ora, si osservi che ogni trasformazione della schiera A si ottiene da A 
 moltiplicandola a destra per una opportuna trasformazione birazionale di se. 
conda specie di V,. Per le condizioni precedentemente supposte verificate si 

ha dunque che 


= 


O:AS-03 = 0A0--0807!— B. S, 


DI 





(4) Preteriamo di dire identiche anzichè simili o coniugate come usano altri Autori, perchè 


l’una nell’altra per una trasformazione del gruppo. Per contrapposto, trasformazioni distinte 
rispetto a un gruppo significheranno non identiche. 


| 

i 

in geometria si dicono identiche rispetto a un gruppo di trasformazioni varietà trasformabili 
VOL, LX. 3 c; 12 


- 
1 


PR 


9 
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la S' essendo, come la S, una trasformazione birazionale di 2° specie: per V,, 
onde BS’ è della stessa schiera di B. Si ha perciò il teorema: 

b) se due trasformazioni antibirazionali (birazionali) A, B di una varietà 
abeliana V, in sè sono fra loro identiche rispetto al gruppo di tutte le trasfor- 
mazioni birazionali di V, in sè, le trasformazioni di V, in sè che stanno nella 
stessa schiera con A sono ordinatamente identiche a quelle che sono nella stessa 
schiera con B, rispetto allo stesso gruppo. 

La © sia ora una trasformazione birazionale ordinaria, cioè di 1° o di 
2* specie per V,: w=tw+,t=1,2,...,9, onde, nelle formole pre: 
cedenti, si possa porre 


(N — 7% __ 
lis Vj, — 


0 per-t=4 8 0 per'j #7 
19, persi, —=a8 | 


“ani per j=*r 
LEI LESAEO: 


Risulta subito 
COAGF Rial e LN agut Nantnt a F% pt RIN 
l L 


e cioè che: 

c) mediante una trasformazione birazionale ordinaria di V, in sè, ogni 
trasformazione birazionale o antibirazionale di V, in sè sì trasforma in una 
trasformazione della stessa schiera. 

Segnaliamo infine la seguente proprietà, di facile verifica : 

d) se una trasformazione birazionale od antibirazionale di V, appartenente 
alla schiera di (dove è un'operazione di T) è periodica col periodo n, è periodica 
anche ‘ e quindi anche le sostituzioni () e 9g che ad essa corrispondono nei gruppi 
(1). ce BG 

Il periodo di (e quindi quello di (X) e di 9g) se non è n, è un divisore di 
n=): 
In particolare 
e) se una trasformazione antibirazionale di V, appartenente alla schiera 


di è involutoria, è tale anche e quindi le corrispondenti (|) e g. 


$ 6. — Le varietà abeliane e le matrici di Riemann reali. 


23. Una varietà abeliana V, si dice reale se possiede una trasformazione 
antibirazionale J in sè che sia involutoria. Questa nozione è invariante rispetto 
al gruppo delle trasformazioni birazionali ed antibirazionali dello spazio eui 
appartiene V,,. 


OM 
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La J si esprima con le formole 








AI, DEAR N] 


i pi” 1 correnti 2, 1%, pi pa DIS si V, (n_>p) e sia P(e,,2,,::92n), 
Pe...) una coppia generica di punti di V, corrispondentisi in J. 

3 Consideriamo ora » funzioni razionali generiche del punto scorrente su V,, 

e siano le 


Pie ira SO ni) 


Le funzioni composte 


pfa= Pe) + Di}, 70, A=1,2,..., 0) 


| sono ancl’esse funzioni razionali del punto scorrente su V,; ma intanto si ha, 
| tenendo conto della imvolutorietà di J : 


È I oP) =®(P) + DI") 


A et 1). 


2 


p.(P')= D(P') + D(P) 


1 Le g, assumono dunque valori complessi coniugati nei punti di V, che si 
corrispondono in J. 
Perciò, operando sulla varietà abeliana V, la trasformazione birazionale 
definita dalle formole 


« 


È. , 


e = Pre) 17 Ae PLEIN) 


questa vien trasformata in un’altra in cui le coppie di punti corrispondenti a 
quelli che in J sono omologhi sono complessi coniugati. Cioè a dire si ottiene 
una varietà birazionalmente identica a V, sulla quale la J induce il coniugio, 
e quindi che coincide con la propria complessa coniugata. 

È Dopo di che sì può sempre supporre, a meno di trasformazioni birazionali, 
che una varietà abeliana reale coincida con la propria complessa coniugata, ossia 
ammetta il coniugio come trasformazione antibirazionale in sè ('). 


«24. Il ragionamento ora svolto può sostituirsi con un procedimento geo- 


Mi 
VE 
Le si 


i O) Questo procedimento deriva da uno di Klein, loc. cit., pag, 133-134. 











metrico assai semplice dovuto a Comessatti (‘), che val la pena di ri- 
produrre. 

Sia |OC| un sistema lineare completo di varietà algebriche su V, e sia |0' 
il sistema lineare che si ottiene trasformando |C| mediante J. Si può sempre 
supporre che |C| sia tale che il sistema somma |O +- C’| risulti semplice ed 
irreducibile (completo). 

La J subordina entro |C + C'| un’antiproiettività involutoria che possiede 
certo degli elementi uuiti (costituiti dalle infinite varietà C+ C°). 

Ponendo allora, al modo noto, una opportuna proiettività fra gli elementi 
di |C-+ C7| ed i punti di uno spazio reale S,, di dimensione eguale a quella 
del sistema |C + C7|, la V, si trasforma in una varietà di S, che ammetterà 
una trasformazione antibirazionale in sè, imagine di quella subordinata da J 
in |C +4 C/|, che è il coniugio di S 


p* 


25. Poichè una varietà abeliana reale ammette una trasformazione antibi- 
razionale involutoria e poichè l’antisostituzione riemanniana unimodulare che 
corrisponde in G a tal trasformazione, per la proposizione e) del n. 22, è an- 
ch’essa involutoria, si ha che la matrice di Riemann appartenente ad una 
varietà abeliana reale è una matrice reale. 

Viceversa, se una matrice di Riemann è reale, essa ammette un’anti- 
sostituzione riemanniana unimodulare involutoria cui corrisponderà (n. 21 d) 
e c)) sulle varietà abeliane cui la matrice appartiene, una trasformazione bi. 
razionale involutoria, cioè le varietà stesse saranno reali. 

Dunque : 

a) le varietà abeliane reali sono tutte e sole quelle cui appartengono ma- 
trici di Riemann reali. 

Tenendo presente che se una varietà abeliana possiede una matrice di 
Riemann ad indice di moltiplicabilità nullo, ossia se il gruppo di moltipli- 
cabilità di questa matrice si riduce alla sola identità, la varietà stessa è priva 
di trasformazioni birazionali singolari in sè (cioè diverse da quelle di 1* e 
2% specie, ossia ordinarie) e viceversa, il teorema d) del n. 11 sì traduce in 
quest’altro : 

b) una varietà abeliana di dimensione dispari, che sia birazionalmente 
identica alla sua coniugata, ma insieme priva di trasformazioni birazionali sin- 
golari in sè, è necessariamente reale. 

Se la varietà abeliana V, possiede una trasformazione antibirazionale pe- 
riodica di periodo 2r, con r dispari, la trasformazione di T (anch’essa antibi- 
razionale) della stessa schiera avrà (n. 22 d)) lo stesso periodo 2r oppure il 
periodo 2’, con r' dispari e divisore di rv. Allora (n. 21 d)) esisterà anche 
un’antisostituzione 9g di G periodica dello stesso periodo 2r' e quindi (n. 15 a)), 


(4) Cfr. la prima delle Mem. citate, n. 12. Ivi, al n. 6, si trova anche il ragionamento 
di Klein in forma analoga a quella da noi esposta al n, 23. 


VO ATE TEO IRE CAIO EE. Pe ii ite en 


I 93 )( 





la matrice riemanniana di V, ammetterà un’antisostituzione unimodulare invo- 
lutoria, cioè sarà reale insieme alla V,. Possiamo dunque enunciare che : 

e) una varietà abeliana che possieda uua trasformazione antibirazionale in 
sè periodica di periodo 2r, con r dispari, è necessariamente reale; 

d) una varietà abeliana che non sia reale, non può possedere trasforma- 
zioni antibirazionali in sè periodiche se non di periodi che siano divisibili per 4. 


26. Siaro V, e V', due varietà abeliane reali, cioè a dire, secondo il 
n. 23, due varietà che coincidono con le loro complesse coniugate. 

Esista una trasfermazione birazionale R che porti V, in V',:la R si dirà 
reale (') se trasforma il coviugio di V, in quello di V',. In particolare, una 
trasformazione birazionale di V, in sè stessa è reale se trasforma in sè il co- 
niugio di V,,. 

Due varietà abeliane V, e V', birazionalmente identiche, delle quali una 
(quindi entrambe) è reale si dicono appartenere alla stessa classe reale se esiste 
una trasformazione birazionale reale che trasporta V una varietà nell altra: 
altrimenti V, e V‘,, pur essendo nella stessa classe (complessa) appartengono 
a classi reali distinte (*). 

Sia V, una varietà abeliana reale, e consideriamo il gruppo totale T delle 
trasformazioni antibirazionali e birazionali da essa ammessa e la totalità delle 
trasformazioni antibirazionali involutorie di T. 

Fra queste ultime possiamo sempre ritenere (n. 23 e 24) che esista il 
coniugio. Inoltre, come è ovvio, le stesse possono sempre distribuirsi in sistemi,” 
che diremo sistemi di realità di V,, tali che due trasformazioni appartenenti 
allo stesso sistema di realità sieno fra loro identiche rispetto al grupno TT, 
mentre ciò non avviene per trasformazioni appartenenti a sistemi di realità 
distinti. 

L’identità di due trasformazioni antibirazionali A, A’ rispetto al gruppo 
T, si riduce a quella rispetto al sottogruppo delle sole trasformazioni birazio- 
nali di T. Infatti, da 


DOAB= 
si deduce anche 
AGATA GEA CA B)<A:- (A B}1 


e, se B è antibirazionale, A’'B è invece birazionale e viceversa. 

I sistemi di realità di V, possono dunque aversi distribuendo le trasfor- 
mazioni antibirazionali involutorie di V, in sè in sistemi distinti rispetto al 
gruppo delle sole trasformazioni birazionali di V, 

gruppo totale T di tutte le trasformazioni birazionali ed antibirazionali di V,. 


in sè, anzichè rispetto al 


(4) Cfr. Comessatti, Mem. cit., n. 7. 
(2) Cfr. Comessatti, ibidem. 
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27. Dopo di che si può dimostrare il seguente importante teorema : 

L'insieme delle classi reali distinte in cui possono distribuirsi tutte le varietà 
birazionalmente identiche ad una data varietà abeliana V, può mettersi in corri 
spondenza biunivoca con Vinsieme dei sistemi di realità di V,. 

Se V, non è reale, il teorema si assume vero per convenzione. 

La V, sia invece reale, e siano V‘,, V”, due varietà abeliane reali bira- 
zionalmente identiche a V, ('). Precisamente si abbia 


fn Vo e VAS 1° 


ed i coniugi I’ ed I” di V’,, V”, subordinino su V, rispettivamente le due 
trasformazioni antibirazionali involutorie J ed L, cioè si abbia 


SES EZAÀ i Ti cl=dun 
Se fosse 


Visezg Vera, 


p p 


con A trasformazione birazionale reale, cioè se V', e V”, appartengono alla 
ì=- 


stessa classe reale, si avrebbe 
L'A TA 
onde, sostituendo nelle precedenti 
T-A<TAP =L—=(T"*A-18) J(8#AT)i=l17 MAG SIA 


dove T-'A-!S è una trasformazione birazionale di V, in sè. 
Perciò J ed L apparterrebbero allo stesso sistema di realità di V,. 
Viceversa, se J ed L appartengono allo stesso sistema di realità V,, cioè 
se L—-=HJ Hd, con H trasformazione birazionale trasformante V, in sè, si ha 


TE eZHS 48 
e poi 
Vi={(DEASSJI(THSS 


dove THS- è una trasformazione birazionale la quale, come si vede, porta 
V”, in V’, e che è reale perchè muta il coniugio di V’, in quello di V‘,. 


Napoli, Villa Belvedere, aprile 1922. 


(4) Nel ragionamento che segue si può anche supporre che V/, = V,: allora J è identica 


al coniugio di V,, rispetto al gruppo T ammesso da V,. 





(iaia raf Meo ue A em P feb av Py e 2 RR? 


IL PRINCIPIO DI TRASPORTO DI CLEBSCH 


E LO STUDIO DI PARTICOLARI TANGENTI DELLE CURVE 





DEL 3° ORDINE 


NOTA 


DI 


DOMENICO MERCOGLIANO (a Napoli) 


È noto l’importante principio di trasporto di Clebseh ('), mediante il 
quale proprietà invariantive, espresse dall’annullarsi d’un invariante o dall’an- 
nullarsi identico d’un covariante di una forma binaria, vengono trasportate nel 
campo ternario, e rappresentano quindi proprietà proiettive di una determinata 
forma ternaria. Ci proponiamo di applicare tale principio allo studio delle 
tangenti di flesso, delle tangenti cuspidali e delle tangenti nei punti doppi 
ordinari delle curve del 3° ordine (?). 

Sia, in forma simbolica, a, = 0 l’equazione più generale d’una curva del 
3° ordine. Le sue tangenti di flesso, e le altre predette, sono le rette del piano 
che la incontrano in tre punti coincidenti. Pertanto i tre punti della cubica 
_ binaria: 


dati dall’intersezione d’una retta generica del piano con la curva del 3° ordine, 
sì confondono in uno, e sarà nulla identicamente l’espressione : 


(aB)'*ceBe ’ 


Hessiano della cubica binaria stessa. Applicando quindi il principio di tra- 
sporto, possiamo dire che le tangenti inflessionali ecc. della curva generica del 


(4) V. Pascal, Repertorio di Matematiche Superiori, II, p. 108; Clebsch, Legons sur 
la Géom., VI, p. 344, ovvero Crelle’8 Journ., t. 59. 
(2) Il Clebsch, nello stesso 1° vol. delle Legons sur la Géom., accenna fugacemente al 
problema qui propostoci e non parla che delle tangenti di flesso. 
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3° ordine sono le tangenti comuni del sistema di curve della 4* classe : 
(1) (abu)(avu)(bvu) = 0, 


dove dai diversi prodotti delle a, ,@,,d,; d,,0,,d, si ottengono i corrispon- 
denti coefficienti della cubica ternaria, «,,%,,, sono coordinate di rette, ®,, 


v, , v; variabili arbitrarie. 


$ 1. Scriviamo le forme effettive delle predette sei curve di 4* classe, as: 
sumendo per equazione effettiva della cubica ternaria la seguente : 


ax}4+ba + ca, + 6dx we, + 3ea e, 4- 3fa,0 + 390,0? + 3ha,a,° + 
+ 3ia,a,} + 3ja,o, = 0. 


Si riconosce facilmente che la (1) può assumere la forma: 


(2) Du, v0;= 0, 


i,j=1,2,3 


dove le Lij sono le equazioni delle curve del sistema (1). Eseguiti quindi i 


calcoli, si ha: 


L,,= (ci — fu, + (DAL — eX)u 4- (3gh + 3ij — 4d° — 2ef )utup 
+ tej — Pata? + (09 — Putu® + (4df — 3gi — hug, + 
-+| (4de — 3hj — ib)u,u® + 2(ej — bAa)u,u$ + 2(f9 — cd)u,uj 


+ (gi — be)uuzu, + 2(dg + ee — 2jf )u,ufu, + 2(dj 4 Df — 2eg)u uu, = 0 


L,, = (cj — 9)u, + (ae — h°)ug + (3ef + 3ij — 44° — 2gh)u fu? + 
+ (af — #)ugu? + (ci — f*)ufu? + (4gd — 3jf — ec)u,u, + 
+ (40h — 3ie — aj)u,ug + 2(gf — de)ufu, + 2(Mi — ad)ju su? +4 
+ 2(4f 4- ch — 2gi)uFuzu, +- (fi — acfuufu, + 2(di + ag — 2fh)u,ju,u® = 0 


1, = (bg — ut + (af — i)u,; + (Bef + 39h — 44° — 2ij)u ut + 
+ (ae — h°)ugu® + (BA — e)utu? + (4dj — Beg — bf)ufu, + 
+ (4di — 3/h — ag)u ug 4- 2(ej — bd)utu, + 2ih — ad)uSu, 4 


+ 2(de 4- di -- 2lj)uFuzu, |< 2hd 4- aj — ZQieu uu, + (eh — ab)u ju gu? = 0 
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i L,, = (eh — ab)u,' + (2jd + eg — 3bf )ufu, + (hf 4 2di — 3aglufu? + 
+ 4(cd — fg)upu, + (bo — gjju,fu, + 2(9° — ojjufu, + (ac — fyju,'u, + 
+ 2(f° — ci)u,ut + (3aj — ci — 2Ah)ugu + (3bi — 2de — hj)u,u® 4 
+ (7% — 249 — ec)uu,u, + (7gi — ch — 6d4f)uu 
+ 2(ef + 2d° + gh — 4ij)u,u,ug = 0 
(gì — be)u, +4- (2de + hj — 3di)ufut 4 (gi + 24f — 3Bhc)uPu? 
+ 4(ad — hi)utuy 4 (ac — filu,u$ 4 2(i° — af)uu, + (ab — eh)u,u? + 
+ 2(1° — ae)u,ug + (307 — ge — 2dj)u 1Uz + (3ce — fj} — 2dg)uu, + 
+ 2(9h 4 24° 4- ij — def )ufuyu, + (77h — ag — 6di)u,ufu, + 
+ (Tei — aj — 6AMu u gu, = 0 


1U,Ug 
(fi — ac)u,' + (294 + fj — 3ce)uPu? + (24h 4- ei — 3aj)ufu} + 

+ 4(bd — je)ufug + 2(e — bb)u,ug + (ab — eh)usu® + (be — gj)u fu, + 
+ 2(9° — bg)ufu, + (3ch — 2fd — gi)lmjug + (3ag — 2di — fhutu, + 
+ (7eg — bf — 6dj)uPu,u, + 2(ij + ef + 2d° — 4gh)u utu, 

+ (7hj — 6de — dbi)u,usu? —= 0. 


4°2 8 


Assumendo invece per triangolo di riferimento il triangolo inflessionale 
. della cubica piana, un triangolo cioè sui lati del quale sono, 3 su ciascun 
| lato, i 9 punti di flesso, l’equazione della curva del 3° ordine assume la nota 
. forma: 


a(eì + x} + e) + Ora Ur 


| b 4 
_ dove ; 2 gati è la costante che caratterizza la curva. 

41 
In tal caso le sei equazioni precedenti (essendo a =b=e=a,,Ad=b,, 


ue/—=g=h=4=j=0) diventano: 
2du,u? + 40°u fu? + uPuzu, + 2du,u = 0, 
2duygu? + 48 Pu + wugu, + 2du$u, = 0, 
2du Fu, + 40°ufu? + u ugug + 2dusu, = 0, 


ui 


2), 2 3 I sa 
ai — 4dufut — ufu, — ufu, — 40°u,u,gu,° = 0, 


RRSS tor SS RO 1 PE Lai 
ut — 4dutu? — uu — uu — 4du uu, = 0, 


4 2), 2 PISTONI 8__ 4° PIANI 
us — 4dutut — ufu, — yu, — 4d°u uu, = 0. 
VOL. LX. ù 13 


D nere Ra x 


L'ERA, MII 





X 98 


$ 2. Le sei curve in esame sono tra loro indipendenti. Infatti, fermandoci 


sulla loro ultima forma, ottenuta in corrispondenza «lella forma canonica del- 
I equazione della cubica ternaria, si vede che nella matrice rettangolare dei 
coefficienti del loro sistema, corrispondentemente ai coefficienti di \w,u; , tw, , 
uu, us ,ut,u,, esiste il determinante: 


2Ò 0 10 0 0 0 


0 2è 0 0 0 0 


0 0 28 0 0 0 
0 0 1 1 0 0 
1 0 0 0 ri 0 
0 —-1 0 0 0 1 


diverso da zero; donde quindi il teorema. 
Le tangenti comuni di quattro delle curve L,; sono le tangenti in esame. 
È noto infatti nello ‘studio della cubica binaria i) -covariante : 


(28) (am) 
identicamente nullo; onde nell’espressione : 
(3) (abu)(acu)(beu)(cum) 


del campo ternario, ottenuta dalla prima col principio di trasporto, sono atti 
i coefficienti di %w,, 2%, , %,. Orbene, Pespressione (2) 


» Ly Lelio 
ij=1,2,3 


se c è un simbolo equivalente al simbolo v, si presenta appunto nella (3), la 
quale pertanto può anche scriversi nella forma : - 


> Ly C;:C;(cum) = 


i.j=1,2,83 
0, U, v, 
L,, 00, T 10,6 AB Gs L,;c, Ca A L,,e ; de L,,0,° Ha 1,,;03°) lo U, Wo, ’ 
4 
| LO, to day to) ò 
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che dà luogo. poi alla seguente espressione in forma effettiva : 


hu, ww; è u W;| d u, %,| a u | 
ME L.[e è, w.|+L;[ dv. vw,.|HLglj %, w|+L;| A U Wwl|t 
| Ung 7, fu Zi e i SARCA” 

é U, %, | É U, w, | 


Donde, eguagliando a zero i coefficienti di 7, , 20, , 10; e tenendo presenti 
i valori dei coefficienti della forma canonica della cubica, si hanno le seguenti 
| tre relazioni, che legano le L,;: 


‘se L,b,, = L,3b,0, a L,0,U; ri L_0,%, a 0, 


L,,b,u, — L,3b,u, — L,,tj4 4 Lya,u, = 0, 


AZ 1 23 403 


— Lygb,% + Ly30,, + L,@,%, — Ly, = 0. 

Ed ora è agevole riconoscere, dalle prime due di queste, che, considerando © 
particolari valori di «,,,,,, che annullano p. es. soltanto L,,, Ly Ly, 
103 Log) Ly Saranno in conseguenza-»neces- 
sariamente verificate dalla stessa predetta terna di valori di «,,v,,v, Sa- 
ranno però necessariamente nulle L,, ed L,, per quei valori di «, , %, } «,; che 
annullano, con L,, , Ly, Ly, anche L,. E analogamente si prova Vannullarsi 


41) 22) 
di un’altra coppia di L,;, in conseguenza dell’annullarsi delle altre rimanenti 


non si può dire che le rimanenti L 


quattro ; e ne segue il teorema. 
La natura dei coefficienti delle L;;, che si presentano nelle tre ultime 
relazioni, non è tale che per i particolari valori di w,,%,, «, considerati (co- 
ordinate di tangenti di flesso), diventando essi coefficienti tutti nulli, le rela. o 
| zioni stesse diventino illusorie. A convincersene si può osservare che i valori 
di «,,%,,%,, che soddisfano le curve in esame, sono dati dalle nove terne 
seguenti : 
== 20,45 0%; fo 46, 


2 . 2 . 
in, 3 20,8, 0,,,04,6; 


na 2 . sa . 2 Cas . 
ei be a, — Wa e, — 208,4; ; 


2 . RE 2 . prata . 
a, ,0,€,—-2be ; 4,,48, 2b;e€°: ;. A,34) 2b, ; 


" 


che si ottengono calcolando le coordinate delle tangenti nei punti di flesso 





> “Mi = 4} ara ii hiri Nu sù ns Cr * . De ML Bo 7... RI E SS, DIRE i 
a x x è È ii È. Cai * | Vide 
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della cubica originaria, i quali, com'è noto, sono : 


sp @= 05; 0,1, —-10;091. ceva 0 
SIA VI — e; 0,1.; 10,155 
sulwi=-0, 1; —e} 05 (1), => 8030% pl 


dt E VE PR Ley a 
OVOEeseze IA Mid cbenir pica ina 


$ 3. Particolarità che presentano le L,; nel caso di speciali curve del terzo ordine. 
a) Per la cubica con cuspide, di equazione : 


L3 


6 2 pera 
gra, =0, 


ove x, =0 è l’equazione della tangente cuspidale, x, —0 quella della retta 
che unisce il punto cuspidale con quello di flesso, «, =0 l equazione della 
tangente di flesso (!), le L,;, diventano : 


L, = uè =0, 
L,=u,uy=0, 

L,, =, — 2uu,u, = 0, 
L,= uf =0, 

L,, = 3ufu} 4 2u$u, = 0, 
L,=uuu,=0; 


e le relazioni esistenti tra loro : 


(x) 3 Ljtto +'Lipg, 0; 
(2) Li aio 
(mm) Lt, dd. 


Ed è immediato che le coordinate 1,0,0 e 0,0, 1 verificano tutte le L,, = 0. 

Quanto alle tre relazioni, esse ci dicono che non abbiamo libertà di scelta 
per le equazioni alle quali possiamo limitare il nostro studio. Per la tangente 
di coordinate 1,0 ,0 infatti, mentre la (2) e la (m) affermano la dipendenza 
di L,, e di L,, da L,, niente ci dice la (X) della dipendenza (pur tanto evi- 
dente) della L,, dalla L,,, perchè in essa, con le equazioni delle curve, anche 
i coefficienti «, ed «, sono nulli. E risultati analoghi per 0,0 ,1. si presen- 
tano circa la dipendenza di L,, e di L,, da L,, (espressa da (%) ed (1) e la 
scomparsa della 3* relazione, 

La L,, infine non può essere nel numero delle non considerate, perchè 
esprime solo essa che la tangente di coordinate 0, 1,0 è da escludere dalle 
nostre considerazioni. 

b) Altra particolarità si presenta nello studio della cubica con punto 


(4) v. Clebsch, Legons sur la Géom., Vol. II, p. 343, 
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| doppio ordinario, di equazione, p. es. (!): 


% 


n.3 Fresco pl 
QX 4%, ZAL,W,t, = 0. 


Per essa le L;; assumono la forma : 


L,= — auzu | jus = 
ì L,= — auuz + uu, = 0 
Ly= —a’ufu? 4 auu, | austu, — uuzu? =0 
L,= — uy + a°u,u,u? =0 
L, = — 2auzu” + u,ug + a°u uu, = 0 
L,= — 2au,’u? + uu + aujufu, = 0, 
e le relazioni assumono l’altra : 
i 
: Lu, — L_0u, + 2L,u, = 0 
° cao aL vg 0 
I L,300, — Ly70, + 21,0, — 2L,u, = 0. 
î Ed è agevole riconoscere che la prima equazione L,, si spezza nell’equa: 
zione d’un punto (l’origine: u, = 0) e nell’equazione d’una conica (la parabola 


ui, — au, = 0, ovvero a° = 40y in coordinate di punti). Analogamente la 
2% equazione (ottenuta dalla prima con lo scambio di «, ed v,) dà lo stesso 
| punto e la parabola y° = 4ax. E così la 4* equazione : 


us (au,u, — us) = 0 


| rappresenta lo stesso punto precedente e l’iperbole 


ci 

) a 

| ey. 

i 4 

% 

| Come poi è facile osservare, queste note curve richiamano l attenzione 

ì) . 

_ sull’assintoto : ; 
3 

È o+yta=0 


della cubica e sugli assi coordinati cartesiani (tangenti della curva in esame 
nel punto doppio), a cui tutte sono tangenti. 
Quanto alle relazioni, le prime due dicono che L,, può non essere consi- 
 derata, se lo sono: 







Li Da ’ Li ’ Lg; 


ed invero anche geometricamente si rileva subito che l’iperbole ed il punto di 
_L,,=0 niente aggiungono a quanto hanno detto le due parabole ed il punto 


ba 


E considerati. La 3° relazione (°) dice che L,,, o L,,, può non essere con- 





pd (1) Folium di Cartesio: dalla sua equazione per a = — 2 si ha l’ equazione generale: 
2,8 +28 + 62,r,73 = 0 della cubica con punto doppio. 
(2) Con le solite osservazioni sui coefficienti delle L;;. 


Este EM N ROIO ET "OR 
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siderata; ed il non essere compresa la L,, in nessuna relazione avverte che 
questa deve essere senz’altro presa in esame. 

c) Analogamente per altre curve particolari, p. es., per la parabola in- 
flessionale (y=*), per la cuspidale (y°=*), per ’iperbole monosingolare (x*°y=1) 
le L;; mostrano immediatamente che vanno presi in considerazione, per i pre- 
senti nostri fini, l’ asse delle « e la retta all’ infinito per le prime due, i due 
assi per la terza; scartando l’asse delle y per le prime due, la retta all’infinito 
per la terza. | 


$ 4. Esiste un altro sistema di curve che ammette per tangenti comuni le 
tangenti di fiesso, cuspidali ecc. della curva del 3° ordine. 
E nota infatti nel campo binario la relazione (!): 


1 
Q=— [Rf + 19, 
ove f= a,è —=0 è Vequazione della cubica binaria fondamentale, 


pese 2 
H= (28) Cr 
l’essiano della forma, fondamentale medesima, 


R= (06)°(1dPBad), 


il discriminante della cubica, 


Q = (28) (18) ? 


l’Jacobiano dl f e di H. 

Ora, per note relazioni proiettive fra i punti delle f=0,H_—=0,Q=0, 
si ha che se H è identicamente nullo, lo è anche Q. Pertanto il covariante Q, 
identicamente nullo, darà luogo, col principio di trasporto, ad. un’espressione 
del campo ternario, che avrà lo stesso significato geometrico della (1), ottenuta, 
in virtù del medesimo principio, da H considerato identicamente nullo, 


(abu)(chu)(cvu)(avu) = 0 


rappresenta cioè un sistema di curve di 6* classe [ottenute annullando deter: 
minati coefficienti, come in (2)] di cui sono tangenti comuni le tangenti di 
flesso, cuspidali ecc. della curva del 3° ordine. E si riesce così a: dare un’in- 
terpetrazione geometrica all’espressione ottenuta nel modo predetto dal cova- 
riante binario Q (supposto identicamente nullo). 


Napoli, Novembre 1921. 


(4) v. Pascal, Repertorio ete., Vol. I, p. 295; Gordan, Invariantentheorie, Voli Il, 
p. 175; Clebsch, Legons sur la Géom., Vol. I, p. 271. 
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DIE RATIONALE QUINTIK DER EBENE VOM 
5 - DIMENSIONALEN RAUME AUS GESEHEN 


WILHELM MUELLER (in Hannover) 


EINLEITUNG 


Die vorliegende Arbeit sucht die vorliufigen Betrachtungen der Disser- 
tation (Die rationale Kurve 5. Oranung im 5-, 4-, 3- und 2- ‘dimensiomierten 
Raum, Leipzig, 1910) fortzusetzen. Sie besehiftigt sich mit der ebenen ratio- 
nalen Kurve 5-ter Ordnung oder 5-ter Klasse. Der Verfasser geht dabei wieder 
aus von der Normkurve im 5-fach ausgedehnten Raume, in dem sich alle 
geometrischen Beziehungen, namentlich die singnliren Vorkomnisse in ihrem 
natiirlichen Ursprung klar iibersehen lassen. 

Nach eine vorbereitenden Zusammenstellung der Invarianten und Cova- 
rianten der einzelnen binàiren Form 5-ter Ordnung und des Biischels ‘solcher 
Formen, die fiir die Aufstellung kovarianter Kurven in der Ebene der Quintik 
verwendbar werden auf ‘Grund des im $ 4 entwickelten mit dem Clebscl 
schen Uebertragungsprinzips verwandten Rinderungsgesetzes, habe ich mich 
dem quintiren Formennetze, seinen Elementarkombinanten und der Beziehung 
zur ebenen Quintik ausfiihrlicher gewidmet und Resultate von Arbeiten ver- 
schiedener, besonders auch italienischer Autoren (z. B. Berzolari, Mar- 
‘letta, Stephanos, Stahl uù. a.) untereinander zu verbinden und einem 
moglichst einheitlichen Aufbau einzugliedern mich bemiiht. 

Was speziell die geometrischen Verhiiltnisse angeht, so ist mir neben den 
Arbeiten von Stahl namentlich eine englische Arbeit von Conner rein 
geometrischer Richtung von grossem Nutzen gewesen, in :der zwei « konju- 
gierte » Kurven in verschiedenen Ebenen aufeinander bezogen (wie zwei apo- 
lare Formennetze 5. Ordnung) und mehrere Korrespondenzen und Transfor- 

mationen eingefiihrt werden, die sich als sehr fruchtbar erweisen (On certain 
 correspondences associated with the Rational Plane Quintic, Johns Hopkins Uni. 
versity Circular 1911). 
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Die Stahlschen Gebilde, die Kurve dritter Ordnung, die dritter Klasse, 
auf die der Raumkurve 5. Ordnung sich projektiviseh beziehen lisst und das 
daraus durch Projektion in der Ebene entstehende Netz von Kurven dritter 
Ordnung oder dritter Klasse mit gemeinsamem Doppelelement, besonders die 
Zerfallsgebilde dieses Netzes suchte ich in ihrem einfachen Zusammenbang mit _ 
den Kovarianten des quinîren Formenbiischels, insbesondere mit der apolaren 
Form achter Ordnung nach den geometrischen. 

Die allgemeine Betrachtung schliesst ab mit der Jacobischen Kurve dieses 
Netzes, einer in vieler Hinsieht interessanten rationalen Kurve 6- ter Ordnung 
oder 6- ter Klasse mit 5- fachem Punkt, resp. 5-facher Tangente. 

Vielleicht gelingt es, von diesem kubischen Netz oder dem damit gleich- 
bedeutenden Systeme von Pnnkt und sechs Geraden (resp. Gerade und sechs 
Punkten) auszugehen, um darauf die Theorie der rationalen Quintik zu griinden, 

Der spezielle Teil strebt keinerlei Vollstiindigkeit an. Es werden nur einige 
priignante, namentlich invariantentheoretisch interessante Kurvenformen bes- 
prochen, namentlich die Kurve mit vierfachem Paunkt und die dazu konjugierte 
Kurve sind im Anschluss an die von Gordan studierte Invariantentheorie 
der binéiren Form 7-ter Ordnung und einige Formen mit Hyperoskulations- 
elementen. Es wird nicht schwer sein, hier anzukniipfen und mit Hilfe der 
mitgeteilten Formeln neue spezielle Gestalten und Eigenschaften abzuleiten und 
die mannigfachen Einzeluntersuchungen besonderer Kurven 5-ter Ordnung in 
das Ganze einzuordnen. 


Inhaltsùbersicht. 


Einleitung. 
I. ABSCHNITT — VORBEREITUNGEN. 


$ 1. Die Geometrie der binîren Einzel-Form und des Formenbuschels S5ter 
Ordnung in È,. 
$ 2. Kovarianten und Invarianten des Biischels. 


II. ABSCHNITT — DIE QUINTIK IM ALLGEMEINEN. 


Das Formennetz 5ter Ordnung im Zusammenhang mit der ebenen Quintik. 
Die fundamentalen Kombinanten des quinîiren Formennetzes. 
Folgerungen fiir die ebenen Kurven 5ter Ordin. und 5. KI. 

Die wichtigsten der Quintik zugeordneten kovarianten Gebilde. 

Die Oskulanten und die fundamentale Involution. 

Korrespondenzen zwischen zwei Ebenen. 

Einige kovariante Raumgebilde und die korrespondenz U. 

Das Netz rationaler Kubiken mit gemeinsamen Doppelelement. 


si 


O LISA 


= Dì VU DD M Wi Wi Or 


_ 
Ss 





III. ABSCHNITT — SPEZIELLE FORMEN DER QUINTIK. 


$ 11. Die Kurven mlt dreifachen und vierfachen Punkt. 
N 12. Die zur Quintik mit vierfachen Punkt konjugierte Quintik. 
$ 18. Die Kurven 5ter Ordnung mit Hyperoskulationspunken. 
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I. ABSCHNITT — VORBEREITUNGEN. 


$ 1. Die Geometrie der biniren Einzelform und des Formenbiischels 
fiinfter Ordnung im ©, (') 


1. Die rationale Normalkurve N° fiinfter Ordnung im fiinffach ausgedeln- 
ten Raum £. sei als Punktkurve gegeben durch : 


(1) CRE NA 


Jedem vierdimensionalen Ranum mit den Koordinaten «; ist in Bezug auf N° eine 
« Schnittform » : 


p—= ui — uN +... — 


3 zugeordnet, die gleich Null gesetzt, die Parameter der fiinf Schnittpunkte 
von («) mit N° liefert. Die Verhiltnisse der Koordinaten driieken sich wie 
 folgt durch die symmetrischen Funktionen dieser Parameter aus : 


CAPA E PEZZO RARI 


. Die Gleichsetzung der Parameter gibt die Darstellung von N° als Klassen- 
kurve, d. h. als Gesamtheit der beriihrenden T, (der in fiinf benachbarten 


(4) Vgl. die Entwickelungen in der Dissertation, ferner ausser den an dieser Stelle zi- 
| tierten Abeiten von Veronese , Fr. Meyer; L. Berzolari, Sulle curve razionali di 
| uno spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni, Annali di mat. (2), XXI, Eneyklopii- 
| die der Mathem. III, A, B 4b; G, Fano, Kontinwuierliche geometrische Gruppen, S. 359 ff. 


VeLl'ix. 14 








Punkten schneidenden Y,): 
(2) U, i U 


Analog ist jedem Punkt (@) des XY. in bezug au N eine « Beriihrform » fiinfter 
Ordnung zugewiesen : i 


fF=0) +52, +... +2, 


deren Wurzeln die Parameter der fiinf von (x) ausgehenden T, von N darstel-. 
len. Die Verhiltnisse der x, driieken sich dann wieder in einfacher Weise 
ausdurch die symmetrischen Funktionen dieser Parameter : 


8, 
Gi Wii 


strato 


5° 


Umgekehrt kann jede Form fiinfter Ordnung entweder als Schnittform 
eines Y, oder als Beriihrform eines Punktes interpretiert werden. Wir werden 
der Auffassung als Sehnittform gewòhnlich die Bezeichnung 


(°) === dy° 
und der Auffassung als Beriihrform die Bezeichnang 


f= 


zu Grunde legen. Der Punkt einer Form liegt in dem Y, derselben Form oder 
der Verbindungsraum jedes Beriihrquintupels geht durch den zugehòrigen 
Punkt. Punkt und £, sind daher Nullpunkt (Pol) und Nullraum (Polarraum) 
des mit N° verbundenen Nullsystems. Zwischen den Koordinaten des Pols 
und seines Nullraums bestehen die Relationen : | 


UU, ir = BI. Tp 


2. Allgemein wird die Inzidenz von Punkt und Y, ausgedriickt durch die 
Apolaritit der beiden zugehOrigen Formen. 

Einer co*-Schar von quiniren Formen f (einer (X + 1)-gliedrigen Formen- 
gruppe) ist einer co°*-Schar von apolaren Formen 9 zugeordnet. Jene Formen- 
schar als Beriihrformenschar reprisentiert einen linearen Raum X,, durch den 
alle X, hindurchgehen, die den apolaren Formen als Schnittformen entsprechen. 
Fasst man die Formen f als Schnittformen auf, so stellen sie einen X,-, dar, 
in dem die Punkte der Formen % als Beriihrformen liegen. 

Die entsprechenden Determinanten der Koeffizienden beider Formenreihen, 
die man als die Koordinaten der zugehòrigen linearen Riume ansehen kann, 





d 
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‘ sind einander proportional ('). Zwischen den | k si 1) . Determinanten bestehen 
i 6 i È 

i. (i, ua 9 —1—-(k+ 1) (5 — %X) linear unabhingige Relationen (E 

Fiir die beiden Formensysteme : 

hA i a + ba Nt +... + al (d=0,1) 


aL AGLI a +... + di SERE LE) 
hat man: 


(3) î p(a,d,) = (0,0, 0,03) (è o: k b) l - m <* Ul pà 0) 


_ ebenso fiir die Systeme: 


i a Ha DI + a, i=0,1,2) 


di aL a Mt +... + a, Va-=20'1/002) 
È di. P(4,4,0)) = (dmtn%). 


ù Fine Form r ten Grades (r< 5) hat als Reprisentant entweder des Ver- 
 bindungsraumes £,_, ihrer Wurzelpunkte auf N° oder des Y._, zu gelten, 


 indem die r T, jener Punkte sieh scheiden. Ist die Form apolar zu den % 
. Formen ) 


SF GE 


19 so geht ihr « Verbindungsraum » durch die k Pankte (f) (FILATI oder'és 
liegt der ihr als Beriihrform zugehòrige Y;_, in dem Y;_, der Schnittformen- 
schar f. 


: 3. Zu einer Form fiinfter Ordnung f= a? gibt es eine apolare Form 
 dritter Ordnung: 


6)  j= (ad ab — (if SIG 


j=0 gibt die Schnittpunkte der durch den Punkt (f) gehenden einzigen Tri- 
| sekantenebene von N°. Die T, in diesen Punkten schneiden sich in einer Ebene, 


i 






(4) Vgl. Fr. Meyer, Apolaritat n. rat. Kurven, S. 3. 

bi () H. G. Grassman n, Ausdehnungslehre 1862; Verwendung der Ausdehnungslehre fiv 
die allgemeine Theorie der Polaren in dem Zusammenhang algebr. Gebilde, J. f. Math. 84, S. 281; 
_K . Th. Vahlen , Ueber die Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix, J. f. Math. 
112, SL 806,0 
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die in dem Nullraum des Punktes (Y) enthalten ist. Sei j in seine als ver- 
schieden angenommenen Linearfaktoren zerlegt : 


j=P MT 
so lisst sich f in die Gestalt setzen : 


(6) Spy + Il) + Lr 


Verschwindet j identisch, so liegt der Punkt (Y) auf einer Sehne von N°, deren 


Kurvenpunkte die Wurzeln von 
de "IR 
i=() 
zu Parametern haben. f hat dann die Form: 


I f=k{po" vr kh) 


wenn p, und 4, die Linearfaktoren von è darstellen. 
Setzt sich ein Quintupel auf N° zusammen aus einem Tripel g und dessen 


Hesseschem Punktepaar t=(9, 98: 
"find A td 


so lasst sich f iiberfiihren in: 


wo C=(t, 7 die Disecriminante von ® ist, è und j Kovarianten zweiten und 
dritten Grades sind. è ist proportional mit t und j mit d (C als # 0 vorausgesetzt). 

Das Produkt einer kubischen Form und ihrer Hesseschen ist apolar zu 
der kubischen Form. 

Iedem Tripel auf N° ist daher ein bestimmter Punkt (y) zugeordnet, der 
gleichzeitig den beiden dem Tripel zugehòrigen Ebenen n und n’ (der Verbin- 
dungsebene seinen Punkte una der Schnittebene seiner T,) angehòrt, oder: die 
beiden einem Punkttripel 4 zugeordneten Ebenen haben einen Punkt (y) ge- 
mein, dessen Form das Produkt von 9 in seine Hessesche Kovariante dar 
stellt. 

Die Punkte der Kovariante ct sind also die Beriihrungspunkte der von (y) 





ausgehenden und nicht in den Punkten @= 0 beriilbrenden T, der Normkurve 


oder auch die beiden iibrigen Schnittpunkte des durch 7 und 7’ gelegten X,. 
Die Pankte der Kovariante Q = (j, ©) erhilt man folgendermaassen : 

Man bestimme die beiden Punkte (2) und (2°), in denen die Tangente “in 
einem der Punkte t=0 den T, im anderen Punkt schueidet und suche auf 
der Geraden (y) , (2), (2°) den zu (y) in bezug auf (2) und (2°) konjugiert har: 


n. 
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monischen Punkt (y°). Die drei von (y) ausgehenden und nieht in den Punkten 
ile — 0 beriihrenden T, geben auf N° die Punkte Q=0 ('). 


4. Ein Beriihrform enbiischel stellt im Y, in bezug auf N° eine Gerade 
dar, die wieder abgekiirzt als Gerade (/,;/,) bezeichnet werden soll, wenn 


(7) (7 — ay ; Di re by 


zwei (liner unabbigige) Formen des Biischels sind; wie umgekehrt jeder Ge- 
raden (x, a’) ein Formenbiischel entsprieht. Die 00° Quintupel, die die Y, durch 
(/,:7) auf N° bestimmen, geliéren ebensovielen zu f, und 7, apolaren Schnitt- 
formen © an, die sich wieder linear aus vier Formen : 


De 5 at 5 ted Presi 
(8) e , 9, Tang gi de , 9a,=Ò 
zusammensetzen lassen. Natiirlieh kann auch der Biischel (7) (sette) als Reprà- 
sentant eines Y, gelten, der die Y, der Formen f als Schnittformen trigt und 
dessen Punkte die Formen % zu Beriihrformen haben. 
Die geometrischen Eingenschaften den Geraden resp. des (f,,f,) hingen 


ab von den Elementarkombinanten (*) des Formenbiischels : 


(9) r= (fd) 8= AS IIS 


zwischen denen nach Berzolari (*) folgende drei Relationen statthaben: 





4 È 1 Toss 
(10) Cres) | Tro.Al arte 
3 Lo 50 
2rr) A 3 (ì a A (ss). — seg=0 


- 


(rr +7 (est — 2 g=0. 


Die Elementarkombinanten der zu f apolaren Formenschar unterscheiden 
sich von r,8,g nur durch konstante Faktoren; wir k6nnen deshalb setzen, 


(4) Vgl. Dissertation, S. 18 und 19, auch $ 4, S. 19 ff. wo weitere Kovarianten von f 
interpretiert werden. 
(*) Vgl. P. Gordan, Ueber Kombinanten, Math. Annalen, Bd. 5. 
(3) L. Berzolari, Swi combinanti dei sistemi lineari di quintiche binarie, Rendiconti del 
| Circolo matematico di Palermo, tomo VII (1893), S. 16 ff. 
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indem wir uns auf Rechnungen von Berzolari (') berufen: 
(11) r= 20(28(aM (Ad (NINA 
s= — 2(28(a MAIALI Ld) [(2B)NA + (am) Bd H- (ad? + 
+ (Bnfatà + (BIEN + (1) Ba] 
g = 5(aB(an (ed (ELI) (Ed + (1a) (£d? + (aB*(1d)]. 


Die Doppelpunkte der Involution fiinfter Ordnung erster Stufe: 


e re 


oder die Parameter der Beriilrangspunkte der acht die Gerade (/,,Y,) tref- 
fenden T, resp. der den X,(f,,7,) treffenden Tangenten von N° werden dar: 
gestellt durch : 


(12) r= (ab)atbéi.= 


Die Bedingungen dafiir, dass die Gerade (f,,7,) in dem Schittranm des 
Quintupels \Apypo liegt, sind : 


(13) ayaydyaplg = 0 3 bbubyboba = 0 
Vier Punkte Apyp liegen mit (f,,7,) in einem X,, wenn: 
(ablaya ava pbybybybo = 0 
ist, oder, wie man durch Bildung der Polare ry)°ryry?ry= resp. durch Benut- - 
zung der Gordanschen Reihenentwickelung findet ; 
(14) ryirgiviro — a] Pula 00) Att tt 


Hapors?+ooltato] 


1 
it 30% tto + MA (p + oso tir 


2 


Aus dieser Gleichung leiten sich verschiedene Bedingungen und Sîitze 
her, wenn man zwei oder mehr Parameter einander, gleichsetzt (vgl. Dissert. 
S. 29). 


Die Bedingung dafiir, dass zwei Parameter ) und p zu einem Quintupel 


(1) L. Berzolari, Sulla curva gobba razionale del quinto ord., Atti della R. Accademia — 
dei Lincei, Memorie, vol, VII (1893), S. 308. 


À 
2-4 ; 
E 

Mic, 
Sell 





D- 


CE SUC) *LLON 


gp 
- 


der Involution 7, + pf, gehòren, erhalten wir, wenn wir den von ()w) freien 
Faktor des Ausdrucks i 


ay A, 








DE be 


entwickeln und folgende Polarentwickelungen benutzen : 
2 
(aab, + (aba,'bt = rr + 7 nd + I 
3 3 “3/8 4yp 4 3 2a 2 2 Li 
(ablar'a bb, + (ab)ara bibi = 2a + 758 (Au) — TO IA) 


2 
(ab)atan bid = mira — p si SLA + 9(Ap)°. 


530 


Es kommt dann : 


(15) rr È uu Ti Sx 84 (Ap)? + 15 gu) = 


l Fiir spiteren Bedarf Ariie ken wir noch die elementaren Determinanten (ik) 
des Biischels durch die Koeffizienten der Kombinanten r,8s,g aus. Man 
erhilt zuntichst : 












ù fi — (01) 8, = (03) —- 3(12) 
È 9 Soa Bai (04) — 2(13) 

un = 8(03) + 5112) Gs, = (05) | 14) — 8(23) ; 
dine (04) - 5(13) DI n S4) i 
Tor, ni (05) + 15(14) + 20(23) 8,= (25) — 3(34) ; 4 


i PE 


Ar = (15) + 5(24) 


14, = 8(25) + 5(84) 9 = (05) — 5(14) + 10(23) 
i. 
È = (85) 


bi 


n= ( (45) 


Dt a ONE do e 
PeR Te Re RI 





nus daraus : 





1 
















È. Li 
4 (01'=} (14) = 3r, + 7% {gf 
bi , 10 
ta (02) —=2r, (19) ==34r5 T 8, 
5 2 ie 
(03) = 317% 23) =n-7&-4Ta90 
(16) 
10 2 
(04) = 4r, + mo Si (24) = 2r,,— 7% 
25 1 
(05) = 5" 1.7,8+39 (25) = 3n, +5: x 
LA ò 
feci ei (34) = ARE 
2 
(18) =2n, —=8, | B6)=2r, 
n (db = 
È $ 2. Kovarianten und Invarianten des Biischels. 


1. Durch die Gerade (f,,) geht im allgemeinen ein Quadrisekantenraum 
an die Normkurve, dessen Kurvenpunkte aus : 


Q = (da) (adbad'Ya'b)(a'd')(bb'YParar bb = & 


VE V+@,01-gi= 


Bone zu see (‘)) und es ist im E Ausdruck BERE 


H={fo 3h 3 = EMI VOS 


Formen fp, sind po Fiir die Folge ist es einfacher, die ietzt gebrauchte Bezeichnung. beiz : 
halten, ; 





POTENORT TI Tato e, PIRO SI SR 
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Um Q durch Ueberschiebungen der elementaren Kombinanten darzustel- 
._ len, benutzt man ausser den bereits im vorigen $ angefiihrten Polarenentwi- 
ckelungen die Gleichungen ('): 


(ab)araybyby = rar — Ri 8u'(AW) 


1 
(abfara byby = 88, — n 9A) 


(abjaxa,a,by"b,° + (ab)a,a,*bbyby = 


4 4 
SRI — 7 8x8u8v (Ap)(uv) + 7 81884 (Av)(1) + 
2 2 2 3 2 8 2 2 2 
it Ta Bus Ap Ta 887 Suso — IAA (uv)î 
(ab)ara za, byb,by" Mie (ab)a, ta bxbyb + (ab)aaza,b Eb} + (ab)axa ya, bybyb} = 


3 9 
Aron +3 = 8188 (Ap (uv) + î 8188 (AY)(Vp) — 


‘ 


2 1 ; 1 i 
n 8u8x8x (pu)? + 7 8484 (Ap)(AV) SO IAA (1)? 


(ab)ara ga, byb,by 4 (ab)aa,a, bb, bt = 


3 3 1 
—_ a Sed 8.3 O Soa VS 


Es ergibt nich dann fiir Q folgender Ausdruck : 


| 4 16 2 
Q == pl + 7 var 


Wir stellen uns tfiir spiteren Bedarf noch die Aufgabe, die beiden Rest 
schnittpunkte desjenigen Y, mit N° zu bestimmen, welcher durch die Grade 
(ff) una die Punkte eines durch die Verbindungsform 4 gegebenen Tripels 
der Normkurve hindurchgeht. 

9 Heisst die Form des gesuchten Punktpaares 7°, so muss 


di mu 


(4) Vgl. L. Berzolari, Sui combinanti etc., S. 16 f. 
VOL, LX. 15 


è, r ri 
“a 
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apolar sein zù den Formen f, = ay und f, = by, die beiden daraus fliessenden 
Gleichungen : 


(fama =0 =, (90) =0 
geniigen zur Bestimmung der Form 7. Man erhiilt 


aaa) arpa) 
ri = (ab)(pa) (baby. 
b_b(4bf b,bx(4bf 
Entwickelt man den Polarenausdruck 


(ab)a,bayby 


auf Grund der oben stehenden Formeln fiir den Fall, dass pw und y gleich 
wertige (vertauschbare) Symbole bedeuten, so kommt : 


(ab)a, baby = run — Si 848° (AB(AY) + si 8u8v8x (pv)? — a g(tY) (A) 


und daher 


3 9 - A 
(2) dii rr 
wo 
t=($, »H 
bedeutet. 


2. Dem Formenbiischel f, + pf, gehòrt bekanntlich im allgemeinen eine 
apolare Form achter Ordnung 


on 


an, deren dritte Polaren dann mit der oc* Schar der zu den f apolaren Formen 
fiinfter Ordnung zusammenfallen. 9 ist bis auf einen konstanten Faktor iden- 
tisch (‘) mit der von Gordan (*) ebenso bezeichneten von Stéphanos (*) 
R, genannten simultanen Kovariante achter Ordnung, welche identisech vers. 
. chwindet, sobald f, und f, zwei oder mehr lineare Faktorsn gemeinsam haben. 


(') Vgl. L. Berzolari, Sulla teoria dell’involuzione, specialmente dell’involuzione cubica, 
Rend. Acc. di Napoli, Serie 2, vol. 5 (1891), p. 35. 

(2) Gordan, VUeber die Bildung der Resultante 2weier Gleichungen, Math. Annalen, Bd. 3, 
S. 384. 

(3) Mémoire sur la théorie des formes binaires et sur l’élimination, Annales scient. de l’Ecole 
Norm. Super., III sér., tome I (1884), S. 381, 
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Aus den Apolaritàtsbedingungen fliesst zundchst die Determinanten dar- 
‘ stellung dieser Form: 


| 8° 285 —-56)°  70X4 —56X° 28) —\ 1 
| 


GSi. 0a, : : 2 4, 0 gati 
0 a, do 0 0 
0 0 a, GTO 
Q—-|0 0 0 a, 0 
SETA 0 
0 b, 0 
0 0 db, 0 
0 0 0 b. 7 . 7 pesta 


Diese Determinante kann iibergefiibrt werden in eine andere mit der 
Bezont'schen Determinante eng verwandten Gestalt, in der nur die zweiglie- 
drigen Determinanten der Koeffizienten des Formenbiischels f 


a,b, (or a,b; == (ik) 
vorkommen (*) 
5(01) 10(02) 10(03) 5(04) (05) 1 
10(02)  10(03)4-50(12) 5(04)---50(13) (05) +25(14) 5(15) 4 


10(03) 5(04)4-50(13) (05)+25(14)4+-100(23) 5(15)+-50)(24) 10(25)61? 


o 5(04) (05)4+-25)(14) 5(14)-+-50(24) 10(25)+-50(34) 10(35)—41? 
(05) 5(15) | 10(25) 10(35) 545) x 
1 IT 6,2 43 IAT 


(4) Vgl. Friedrich, Die rationale Plankurve 4 Ordn. und die binire Form. 6 Ordn., 
Dissert. Giessen, 1886, S. 10; E. Meyer, Die rationalen ebenen Kurven 4 Ordn. und die bin. 
| Form. 6 Ordn., Kònigsberg, 1888, S. 7; W. Stahl, Ueber eine neue Darstellung der Resultante 
zueier gleichungen, Math. Annalen, Bd, 35, S. 395; Gordan, Varlesungen iiber Invarianten- 
theorie, I, Teil, S. 158, 
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Infolge der proportionalitàt der Determinanten der apolaren NFormensy- 
steme ($ 1, 3) kann man die Gròssen (ik) durch die entsprechenden Gròssen 
(Imno) = (2,0,,0,,) ersetzen. Schreibt man die Formen 9, =@%°,9,= ff ete. 
mit dem iiblichen Koeffizienten, z. B. 


po = A+ ba di +4... 


so hat man folgende Substitutionen vorzunehmen : 


5(01) = (0123) 25(14) = (0235) 
10(02) = (0124) 5(15) = (1235) 

10(03) = (0134) 100(23) = (0145) 

(5) 5(04) = (0234) 50(24) = (0245) 
(05) = (1234) 10(25) = (1245) 

50(12) = (0125) 50(34) = (0345) 

50(13) = (0135) 10(35) = (1345) 


5(45) = (2345) 


© ist, wie man sieht, die mit 1, —4), 6°... geriinderte Bézout’sche Deter- 
minante U. Der Wert der Sylvesterschen Katalektikante E (‘) von ® 
ist, von einem Faktor abgesehen = U*. 

Die symbolische Darstellung von 9 durch die fundamentalen Kombinanten 
r,8,g ist von Gordan (°) gegeben. Die Resultante R der formen f, und f, 
kann in die Form gesetzt werden : 


R—=(0%»)° 
Wo CT 
Die Thcorie der Involution fiinfter Ordnung. 1. Stufe oder der rationalen 
Raumkurve fiinfter Ordnung kann zuriickgefiihrt werden auf die Invarianten- 
theorie der binàren Form achter Ordnung (*. Die Fundamentalkombinanten 


Y, 8, 9g driicken sich dabei in folgender weise durch Invarianten und Kova- 
rianten von 0 aus: 


4 rÌ 
r=20l=20.(î (t, pei Bg ] 


70 30? 15/3 
‘) (9) 
(6 — — 12|= (o? — (6,h} + Lk|= — 12 


g=1I° — 6I, = 15G 


(4) Vgl. Dissert. S. 35. 
(2) Vgl. a. a. O. S. 389, 4 
(#) L. Berzolari, Sulle c. r. d. qu. ord., a. a, O. S. 305; Dissert, $. 32 f, in 92 fi | 
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wobei, wie in der Dissertation (‘), gesetzt ist: 
AE AR iS li IO 


Man braucht, um dies zu verifizieren, nur in den Ausdriicken fiir die Formen 
® die vier partiellen Differentialquotienten von 0 = n° zu substistuieren : 


se Im i AREE ER 5 
po = ° pi =. 


Ist umgekehrt eine Form ® =n} gegeben, so gehért zu ihr ein Biischel 
_ von Formen fiinfter OrAnung oder eine XY, (resp. X,), dessen Punkte (resp. X,) 
die dritten Polaren von © zu Beriihr-(Schnitt-) formen haben, unter der Be- 
dingung, dass die Kovariante II von null RASIACROI ist. 


Ist die Kanonizante 


3 i 3 
Bea 10 -], 10 ag a ice 0 Ped Gaa. 
und II+0, so existiert eine zu 0 apolare biquadratische form py und ® lisst 
sich als Summe von vier achten Potenzen darstellen : 


0 = RA + h,(A)° + A, (Am) + Ra) 


der quinîire Formebiischel 7 hat in diesem Falle py'° als festen Faktor (?). Die 
Gerade x, liegt in vier T, der Normkurve, die Form x wird zum Quadrat 
von pi. 


Ist II =0 und die Kovariante: 


4 


3 
(nn’Pan'Yn'n'Pnrn'in' i = —k0 — (6,0) 
14 i 


von Null verschieden, so existiert eine zu 9 apolare kubische Form und 6 hat 
drei linear unabhingige apolare Formen fiinfter Ordnung mit der kubischen 
. Form als gemeinsamen Faktor ete. 


8. Versechwindet die Form @ identisch, so lassen sich, falls r=(f,,/)#0, 
die Formen f, und f, als Polaren einer Form sechster Ordnung : 


E=pr 


darstellen. F lisst sich auf coi fache Weisen auf die Summe von vier sechsten 


1 
(4) S. 34 und 93;— mi ist dort mit 9g und TR) mit G bezeichnet. vgl. auch Berzolari, 


ga. a. O. S. 381 f. 
(*) Vgl. Stephanes, Annales ete., S. 363 ff. 
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Potenzen reduzieren ; es gibt also entsprechend in diesem Falle oo! Quadrise- 


kantenràume durch die Gerade (ff) resp. co! Geraden in dem X,(f 3f) die 


in vier T, von N° enthalten sind. Umg«kebrt ist jeder Form sechster Ordnnng 





F eine bestimmte Gerade (f,./,) (resp. ein bestimmter X,) zugeordnet, deren. | 


Punkte (X,) die Polaren von F als Beriihrformen (Schnittformen) inbezug auf 
N° besitzen. ‘ 

Wir nennen im Anschluss an Marletta (') die Geraden, welche o0' 
Quadrisekantenriume tragen, Geraden l. Die Schnittgeraden vòn vier T, von 
N° mògen Geraden s heissen, die Y, in denen co' G:raden s liegen, Ràume L. 
Da es 00° Formen sechster Ordnung F gibt, so gibt es auch oo° Geraden | 
und Riume L im X.. 

Die Riume Q durch eine Gerade / bilden einen Kegel zweiten Gerades, 


dessen Gleichung lantet (?): 


Po Pi Ps Pi Pal 


| 5 
| 
Pia Di 
Di Pe ==" 
Lo x Xi, 
L, x, 


oder 


ST, VELI 


K = (pp’)°(ppà(pp.( pe pe)(p'al pap") pae) = 0 


Nun ist, wenn 


. , II IPIND FAM: CAS I ° 
d = (pp’)(pp)(p'p\àprp'p a AF (Fu) 


PB) und ie 


gesetzt wird: 


IN? II PARSO AI AO. , IAA , tI . . 3 b 
(pp')°(pp')(P'p'YpuD' Puppies — LA, 
i 10 


also konnen wir auch schreiben 


(7) K = (je) (je) (ce) — 10 (a)(le (ex) (A, j\—- 10 (i, 


(4) Sulle curve razionali del quinto ordine, Rendiconti Palermo, vol. 19, S, 94. 
(2) Dissert., $ 37, 


Stime tdi ini tit tt brattee 
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wo H undi die zweite und vierte Ueberschiebung der Form è iiber sich 
selbst bedeutet. K —0 kann gleichzeitig als die Regelfliche 2. Grades ange- 
sehen werden, welche die Geraden s indem dem Formenbiischel Y,-| pf, gQu- 
geordneten Y, beschreiben. 

Da es 00' Riume Q durch / gibt, so bestimmt eine Bedingung einen oder 
eine endliche Anzahl solcher Ràume. Es gibt z. B. wie in der Dissertation 
entwickelt ist, sechs beriihende Riume Q, deren Beriihrungspunkte die Wur- 
zeln der Kovariante j von F zu Parametern haben. 

An stelle der Furktionaldeterminante der Formen f, und f,, tritt in un- 
serm Falle, indem als /, und f, die Ableitungen p,p\° und p,py zu nehmen 
sind, die Hessesche Kovariante von F, deren Wurzeln also die Beriibrungs- 
punkte der acht (f, ,/,) treffenden T, liefern. Ueberhanpt werden die Elemen- 
tarkombinanten (f,,f,)}- vertreten durch die geraden Ueberschiehungen 
ARI 1 ve 


1 : 1 
ASSE E a 


o (FF) 9 g= 


bo| li 


(PSE) 


€ 


Veschwindet die Katalektikante von F 


> 


E= " , Py ATA i) 


so làsst sich F als Summe von drei sechsten Potenzen darstellen : 
BE: 
Die drei Punkte 
0) = Pr'M*TX eos 0 


liegen also mit (ff) in einer Ebene, einer Trisekantenebene. von N°, die der 
Kegel der Riume @ durch ? als Achse hat. Dual liegt dann in dem Y, des 


. Biischels (/, ,/,) cine Ebene als Schnitt dreier T, von N° und die Regelflische 
| zweiten Grades der Geraden s wird zur ebenen Kurve zweiter Klasse, die 
— librigens weiterhin eine Rolle spielen wird. 
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ìI. ABSCHNITT. DIE RATIONALE QUINTIK IM ALLGEMEINEN. 


$ 3. Das Formennetz fiinfter Ordnung im Zusammenhang mit 
der ebenen rationalen Quintik. 


1. Einer Ebene 7, im £, ist ein Beriihr-Formenbiindel oder Formennetz 
fiinfter Ordnung 


(1) Sat Ra 39 A pb 


zugeordnet, dem ein apolares Formennetz 


(2) o + po, + 09, = da + PB on 


gegeniiber steht, deren zugehòrige X, die Ebene 7, enthalten. 


4 

Die Nullriume XY, der Punkte von 7, (oder die XY, der Formen f als Sehnitt- 
formen) schneiden sich in einer weiteren Ebene 7;, deren Punkte die For- 
men % zu Beriihrformen haben. Die Ebenen xf und 7, sind einander konju- 
giert in dem Nullsystem der Normkurve. Es gibt nun in der Formenschar f 
eine ausgezeichnete Form, die zu allen Individuen des Netzes apolar ist, also 


gleichzeitig dem Netzte 9 angehòrt, denn 
CUSANO Cal 
Jo=UIo ! ut, US, 
ist vollstàndig bestimmt dureh die drei linearen Bedingungen : 


(So za uf, = Unta pi) == 


Man erhiilt: 


(4) SoS TP +PSSO +SS 1) = dei + (ca + cab) 


Offenbar stimmt f, bis auf einen konstanten Faktor mit 4 


per = EN + Bla) + nd ap 


iiberein. Geometrisch besagt das folgendes : ; 
Die zu einander konjugierten Ebenen nf und n, haben einen Punkt (fo) gel 
mein, dessen Nullraum (9;) beide Ebenen verbindet. 
Wenn die Ebenen 7, und x, zwei Punkte, also die sie verbindende Ge- 
rade gemein haben, so fallen sie ganz zusammen. J 
In diesem Falle wird : 


(Sf = (LS) = Fo%9° 
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Eine wesentliche Rolle fiir dier Theorie des quiniiren Involution zweitér 
Stufe spielen die Formen sechster Ordnung : 


F = pil ’ bah 


welche apolar sind zu den Formen des Netzes 9 resp. zu den Formen des 
Netzes f. Fiir die Koeffizienten z. B. von F sind die sechs Gleichungen zu 
erfiillen : 


(0 RO 


die im allgemeinen eine eindeutige Bestimmung zulassen. Unmittelbar ist der 
Determinantenausdruck fiir F hinzuschreiben : 


)° —6N° 153° —20}5 15X° — 6A 1 
d, Da, 100, 100, Da, % 0 
3, 58, . È i 8 0 
ODA IARA 01, 4 2A 0 
0 d, Da, , Da, 4, 
0 P, 58, TE; 
v i TIA 1 i RE 


Wir werden zunzchst einige geometrische Konsequenzen entwickeln, die 
an den vorigen Paragraphen ankniipfen, bevor wir dazu iibergehen, die Formen 
F. und ® symbolisch darzustellen. 

Nach $ 2 ist der Form F eine Gerade zugeordnet, welche in der Ebene 
t, gelegen ist: die Gerade, deren Punkte die ersten Polaren von F zu Beriihr- 
formen haben. Das ist aber eine Gerade, denn die Form F hat c0' apolare 
biquadratische Formen, und zwar ist es die einzige Gerade / in der Ebene 7, 
wenn T, eine allgemeine Lage inbezug auf N° einnimmt. 

Die Mannigfaltigkeit der Geraden l im XY, hat also mit jeder allgemeinen 
Ebene nur ein Element gemein. Ebenso gibt es einen Raum L durch eine Ebene, 
welcher oc! Linien s (Schnitt von vier T,) enthitt. 

Es interessiert im Anschluss daran die Frage nach der Anzahl der Ge- 
raden l durch einen Punkt. Durch einen allgemeinen Punkt im Y, gehen oo* 
Geraden l. Dagegen ist die Zahl der Geraden endlich, die durch einen Punkt 
gehen und in einem Y, durch diesen Punkt enthalten sind. Der Y, ist im Y, 
festgelegt durch vier Formen fiinfter Ordnung (als Beriihrformen in bezug 
auf N°): 


UO RIZARAAA 


VOL OLX: 16 
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Nun gibt es nach $ 1, 5, eine Form achter Ordnung 6 = n° welche apolar ist 
zu der zur Formenschar f konjugierten Involution erster Stufe, deren dritte 
Polaren mit der Formenschar Y koinzidieren. 

Jedem Punkte P des Raumes p ist eine bestimmte Polare : 


IRA 


zugeordnet. Diese Form f kann aber von drei Formen sechster Ordnung durch 
Polarisation abgeleitet werden, nimlich von den Formen 


LLIVACOVAL CONAI, (IPO VOR CAPO LT ON 


Gemtiss dem oben Entwickelten gibt es also drei Geraden 1 in einem X, durch 
einen seiner Punkte ; ebenso drei Riiume L in einem Y, durch eine seiner Geraden. 

Die Mannigfaltigkeit der Geraden in einem (dreidimensionalen) Raum 
stellt mithin, wie Marletta auf rein geometrischen Wege gefunden hat (*), 
eine (3, 1, 0) Kongruenz dar d.h. eine Kongruenz von der Ordnung 3 (drei 
Kongruenzstrahlen durch einen Raumpunkt), der Klasse 1 (ein Kongruenz- 
strahl einer Ebene) und daher vom Range 0 (*). Diese Kongrùenz ist identisch 
mit der Kongruenz der Achsen einer Normkurve N,? im Raume p, wie leicht 
einzusehen ist. Macht man nimlich die Punkte mit den Beriilirformen 


3 ny? ARA 


AE 5 2 5) mM_ 
Mr, Re ME AIR 
zu den Eckpunkten eines Koordinatentetraeders im Raum p, so hat die Raum- 
kurve K,°, die entsteht, wenn die T, von N° mit p zum Schnitt gebracht 
werden, die Darstellung : 


Vea RIA SE AE 3 dr 2 - 2 a 3 5 
UU UU RR IRA 


Das Quintupel der von P ausgehenden Schmiegungsebenen von K, wird re- 
prisentiert durch die Form fiinfcer Ordnung : 


REMI IO 
wenn w, y, % die Parameter der von P an die Normkurve N*: 
DT III ATI VITINIA SISSI Mia 3 
UU e A e 
(4) a. a. O. 102. 
(}) vgl. R. Sturm, Die Gebilde 1 und 2 Grades der Liniengeometrie, 11 Teil, Strablen. 


kongruenzen 1 und 2 Ordnung, $, 27 f. (Bei Sturm wird hauptséchlich die duale Kon- 
gruenz (1, 8, 0) betrachtet). 


ctu 
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gehenden Schmiegungsebenen bedeuten, oder durch : 
(p, 0; 


wenn 4 die Beriihrform von P inbezug auf N,° bezeichnet. 

Die Schmiegungsebenen von N,° schneiden sich aber zu je zweien in 
einer durch P_gehenden Achse der Kurve. Jeder Punkt der Achse (pw , v) 
besitzt beziiglich N° oder K,° das Beriihrquintupel 


ny My ny n = 0 


Wenn % alle moglichen Werte durchliuft, erhalten wir die Beriihrformenschar 
der Punkte der Achse als die Schar der ersten Polaren der Form sechster 
Ordnung ; 


bri 
$ 4. Die fundamentalen Kombinanten des quiniiren Formennetzes. 


1. Nach P. Gordan (') fallen die Kombinanten des durch die Formen f 
bestimmten Formennetzes zusammen mit den Invarianten und Kovarianten 
(Komitauten) der folgenden drei Reihen von Variabeln enthaltenden Form : 


a x b 55 cy 
5 5 5 

du du Ch 

a, bh, ch 


und wir erhalten die Fundamentalkombinanten, indem wir diese Form durch 
das Differenzenprodukt (A4)()v(Wy) dividieren und den iibrigen Faktor I, nach 
Potenzen von ()w.)()w)(v) entwickeln (©). 

Wenn wir folgende Bezeichnungen einfiihren : 


Î Wx des (be)caab)a\b, cy 
I 
| Vi "9 Zeri L (be)(ca)(ab) oa (ca) (ab)'arbro 


(1) 
U)} = (de)(caad) [OPA Ha) D+ 


Li + CD) Ina (ab ao (ac abb 5 





(4) Math. Annalen, Bd. è, S. 116. 

(2) vgl. L. Berzolari, Rend. Palermo, Bd. 7, S. 11; C. Stéphanos, Mémoire sur 
les faisceaue de formes binaires ayant une méme jacobienne, Mém. présentées par divers savants 
à l’Acad. des sciences de l’Inst. de Fr. XXVI (1883), N. 7, S. 26 f, 


so ergibt sich fiir die Entwickelung : 


J,= Wè&WeWA+ 3|| uvVuViV®+(M?VxVaV RICAARAI 
(2) 15CT: so6l Ip AU,U+0 AUT (pv (AUT? 


+ (bA UU, +2) NU, I+ 0) | 


J;= 0 ist offenbar die Bedingung dafiir, dass das Tripel )À, p., y zu einem 
Quintupel des Netzes f, + pf, + 2/, geliòrt oder, geometrisch, dass die T, der 
N° in den drei Punkten einen in d r Ebene 7, gelegenen Punkt gemeinsam 
haben resp. dass die Verbindungsebene der Punkte mit 7, in einem Z, liegt. 

Umgekehrt wird jede symmetriseche Funktion Areier Parameter, die ge- 
miss (2) gebaut ist, also etwa durch drei gegebene Ausdriicke der Funda- 
mentalkombinanten gegeben ist, eine Involution zweiter Stufe bestimmen, d.h. 
es gibt dann 00° Quintupel von der Eigenschaft, dass je zwei seiner Elemente 
die iibrigen drei durch J,= 0 bestimmen, Das Netz von Quintupeln ist in dem 
Ausdruck 


Qua) I 


enthalten, wenn man p und y als bewegliche Parameter ansieht. 

Die Funktion J, heisst symmetrisch—involutorische Funktion ('). 

Das Netz Y (und damit das apolare Netz v) oder die Koordinaten der Ebe- 
ne 7,, d.h. die Determinanten der Matrix: 


| 
| bb bha 
Cl C, Cl, C3 C, Os | 


und die (Koeftizienten der) Kombinanten W, V, U bestimmen sich gegensei- 
tig. Fiir spiitere Rechnung wird es vorteilhaft sein, die linearen Relationen 
zwischen beiden Giòssenreihen selbst aufzustellen. Aus den zehn Relationen, 


i 6 
welche zwischen den È 
) 


)}=20 Koordinaten selbst statt haben (*, ermittelt 


(4) Wir miissen hier auf eine Arbeil von A. B. Coble (Symmetrie forms and involutions, 
American Journal of Math. 31, S. 183-212, 355-364; 32, S. 333-364) aufmerksam machen, 
welche sich eingehender und allgemein mit solchen Funktionen befasst. 

(*) vgl. K. Th. Vahlen, Uedea die Relationen zwischen den Deeerminanten einer Matrix, 
Crelle’s Journal, Bd. 112, S. 306. 

H. G. Grassmann, Verwendung der Ausdehnungslehre fir die Allgemeine Theorie der 
Polaren in dem Zusammenhang algebr. Gebilde, Crelle 84, S. 281. 








man dann unschwer die Beziehungen zwischen den fundamentalen Kombi- 
nanten. 
Mit der abkiirzenden Bezeichnung 
Abeba Di 
| Ci x Gi 
pen sich (!): 
VR (01 12)X° + 8(013)X* + [3(014) + 6(023)]\" + [(0 
+ [8(025) + 6(034) 4- 15(124)]\? + [3(035) 4- 6(1 
+ [(045) + 8(135) + 10(234)]\® + [3(145) 4- 6(2 


V.è = [(014) — 2(023)]A® + [(015) — 10(123)]\! + [2(025) — 10(124)))® + 
+ [2(035) — 10(134)]X? + [(045) — 10(234)]\ + [(145) — 2(235)] 


+ 8( 024) + 10(123)]\® + 
25 El Ri 
35)|X? 4 3(245)) + (345) 


U, =[— 2(015) + 5(024) — 20(123)]\? + [— 3(025) + 15(034) — 15(124)]\? + 
+ [8(035) — 15(125) + 15(134)]A + [2(045) — 5(135) + 20(234)]. 


Umgekehrt lassen sich die zwanzig Determinanten (ik!) durch die zwanzig 
Koeffizienten der Elementarkombinanten wie folgt ausdriicken : 


1 
(012)= W, | (125)=6W, — 7U, 
Vi S fi 0) Ta il 
(013) = 3W, (035) = 15W, + 3V+7U, 
ca 1 1 1 
Tue? 4 5 
(014) =6W,+5 Vr (045) =10W, + =U,+3V, 
1 
«CE tai A) W.,— 
(024) =8W,+-U, (234) i TV Rea so 
sat 2 $ 1 
1 bin 4 RES IE 1 
1 a RI 
(034) = 6W,-+-=U, (235) =3W,— 7 
cas PIE Pic Ù 
(025) = 15W,4 3V,—30, (245) =3W, 
1 1 2 
MO SIW, vu, (345) = W, 


('‘) Berzolari, a, a. O. $. 12, 





è UR 


Die Relationen zwischen den Uebe schiebungen der Kombinanten ent sprin- 
gen dann aus den Identitàten von der Form: 
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(ik1)(mmo) — (mik)(no) + (Imi)(kno) -- (Klm)(ino) = 0 (). 


Sie lauten (nach Berzolari): 


1 
| sw iv4 iu =0 
! f| 


105(W,VÈ + 2V-U—0 


10 4 
7 (WU) +30 


(5) \ 15(W,W)S + = PVaVj 1a 


21(W,V + 4(v,UÎ) = 0 


a 


AW,W}_7 


50; i 

Der Satz von der Proportionalitàt der Determinanten apolarer Formensy- 
steme gestattet unmittelbar in die Ausdriicke (3) die Koeffizienten der Formen 
p=f > 


do = 1 po, = "N° 


einzufiihren. Schreiben wir wie iiblich diese Formen mit den Binomialkoeffi- 
zienten, so fliessecn aus der Gleichung (4) des $ 1 folgen Relationen, in dener 
die Determinanten (ik!) des Formennetzes in den Determinanten des Netzes 


f Aurch die Buehs'aben © und f an den Klammern unterschieden sind: 
! (012), = 50X(012), (123), = 5k(015)g 

i (013), = 50%(013), (124), = 10K(025)g 
(014), = 100X(023), (125), = 50K(125)y 
(015), = 500X(123), (134), = 10k(035)g 
: (023), — 25k(014), (135), = 504(135)g 
| (024), = 50K(024), (145),= 1007235), 


(025), = 250k(124), (234), = 5%(045)g 


(034), = 50X(034), 
| (035) = 250X(134), 


(045), = 5007(234), 





° (!) vgl. die Bemerkung 


von S$t6éphano8s, a, 


(235), = 25k(145)p 
(245), = 50%(245)g 


(345), = 50%(345)g 


a. O. S. 33, Anmerkung. 
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Fiihrt man vermittelst dieser Gleichungen in die Werte (3) die Determi- 
nanten des apolaren Formenetzes (der %) ein, so folgt : 


(64) Wy = € U, , Vy ei. VI , U,? = € U) 


wenn wir die Grundkombinanten der Formen @ durch horizontale Striche 
kennzeichnen. 

Die Fundamentalkombinanten der apolaren Formenetze unterscheiden sich also 
von einem konstanten Faktor abgesehen, nur durch das Vorzeichen der Kombinante 
fiinfter Ordnung Vi (1). 

In der Tat gehen die Relationen (5) ineinander iiber, wenn mau V mit —V 
vertauscht. 


Veràndert man in der Form J, des Vorzeichen der zweiten Klammer, so 
erhilt man eine Form 


Jp 


welche gleich Null gesetzt, zum Ausdruck bringt, dass das Tripel ), w, y dem 
Netze 9 angehòrt. Sind die Parameter 1, Y fest gegeben, so lietert 


sin=0 


die drei Parameter ), welche mit 4 und y ein Quintupel des Netzes © bilden. 
Sind p und y variabel, so haben wir in dem Ausdruck 


(7) Suy = (A4)(29) I°, 


die allgemeine Form des zu f apolaren Netzes g vor uns. J'; ist iibrigens 
identisch mit der Form : 


(ab)Y(ac)be)a, db utua bye, xbyey 


uni die Apolaritàt von (hamiti ff sf, bestzitigt sich unmittelbar, wenn man 
z. B. in 


(adb)( ac)(be)a,byGua,be, a',a'aa')ba')(ca') laica 
die Symbole a und a’ vertauscht. 


2. Die Bedentung der Kombinante neunter Ordnung W ergibt sick sofort, 
wenn man py =y=A zetzt. Ihre Wurzeln liefern die Parameter der neun die 
feste Ebene n, treffenden T,. 

Das Verschwinden der Form W ist die notwendige und bhinreichende 
Bedingung dafiir, dass zwischen den Formen SrÎ 1, eine lineare Beziehung 
besteht, dass also die drei durch diese Formen dargestellten Punkte auf einer 
Geraden liegen. Im Folgendem wird vorausgesetzt, dass W+ 0 ist. 





(4) C. Stéphanos, Mém. sur la th. des formes, Annales ete., S. 347. 


RUI CTR e STR RL I 
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Die Diskriminante D von W ist, vie Brill (') nachgewiesen hat, zer- 
legbar in zwei Faktorem welche je vom achten Grade in den Determinanten 
(ik) des Netzes sind 


D'=ReS 


Das Verschwinden des ersten Faktors R ist die notwendige und hinrei- 
chende Bedingung dafiir, dass im Netze Y eine Form existiert, welche einen 
Linearfaktor vierfach enthilt, wiihrend S=0 ausdruckt, dass im Netze 
eine Form mit einem vierfachen Linearfaktor vorkommt (*), oder, wie aus den 
Apolarittitssiitzen folgt, dass im Netze f ein Biischel mit einem zweifachen 
linearen Faktor enthalten ist. 

Geometrisch heisst das: Wenn R—= 0 ist, se gibt es eine Tangente der 
Normkurve, welche die Ebene n, trifft; wenn S=0 ist, so gibt es eine Gerade in 
der Ebene n,, welche zugleich in einem T, der Normkurve enthalten ist. 

Der Faktor R wird inbezug auf die Determinanten des Netzes f dieselbe 
Gestalt haben wie S in bezug auf die Determinanten des Netzes 9. Er ist 
diejenige rationale Funktion der Determinanten (ik)); deren Verschwinden 
aussagt, dass die simtlichen 5-reihigen Determinanten der folgendeu Matrix: 








4, Da, 104, 104, Da, Ul, 
b, i > ; 7 b, 
(4) (58 . . G 
O 4 61° —4. 1 0 
0 \Ì : . 5 1 


fiir denjenigen Wert von ) verchwinden (*). Das System der sechs Gleichun- 
gen, die dies aus sagen, ist gleichbedeutend mit zwei Gleichungen, als deren 
Résultante also der Faktor R erscheint. 

Ist eine Form W neunter Ordnung fest gegeben, so ist das Problem der 
Bestimmung der Netze f, zu dem W als Kombinante neunter Ordnung ge. 
hort, im allgemeinen bestimmt. Denn zu den auf diese Weise gegebenen zehn 
Relationen zwischen den Determinanten des Netzes kommen die zehn (linear 
unabhingigen) Relationen von der Form: 


(iK1)(mno) — (mik)(Ino) + (lmi)(kno) — (kIm)ino) = 0 


hinzu. Nach einer allgemeinen z. B. von Stephanos im Anschluss an 





(') Mathem. Annalen, XX, S. 330 f. 
(?) vgl. auch Stephanos, Annales de lV’Ecole norm, ete., S. 349. 
(©) Brill 7 ata l0 38/4930, 





»' yi n, £ h da » it pesa r b 
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Fr. Me yer (‘) und Schubert (°) zitierten Formel gibt es 42 Netze, welche 
eine feste Form W zur Kombinante neunter Ordnung haben. Da aber zwei 
|_‘—‘Apolare Netze dieselbe Kombinante W haben, so bleiben 21 wesentlich ver- 
ton schiedene Netze. Es gibt also 21 Ebenen, welche die in neun festen Punkten der 
._Normkurve N° berihrenden T, treffen. 
1 Die Geometrie der Kovariante Vy\ ergibt sich aus einer kleinen Um- 
«+ formung. Erhebt man némlich die Identitàit : 
| Mo)a = (bale, — (ca)b, 

zur fiinften Potenz, so erhilt man mit Benutzung von: 
n Zab)ac)bye, = (abe? + (ac}b,? — (bea, 
E - 3(beYcaXad)abiex = (bof'a® +- (ca)’by° + (aber (*) 

folgende Identitàt 


= (de)(ca)(ad) [o)'an'broxt(ca)"b'arext-(ab)or'arby]=(bo)%a + (cab H-(adb)5e3. 


Nach $ 4, (1) hat man also: 
ea 
und den Satz : par 
Die Kombinante Vy des Netzes f,4- pf, 4 of, stimmt bis auf einen Faktor 
mit der Berihrform des gemeinsamen Punktes der beiden im Nullsystem konju- 
 grerten Ebenen x, und x, resp. mit der Schwittform. der beiden Ebenen enthal- 
tenden X, iiberein. 
2. Wir stellen uns nun die Aufgabe, die in $ 2 eingefiihrten und als De 
| terminanten dargestellten Kovarianten F und ® als die wichtigten Kombi- ° 
nanten zweiten Grades in den Koeffizienten der Grundformen durch die Fun- 
damentalkombinanten auszudriicken. Es geniigt zum Zwecke einer solchen 
3 Umformung z. B. der zum Netze der Y apolaren Form ®, einen der Koefti- 
È zienten vermoge der Formen (4) so durch die U,, V; W, darzustellen, dass er 
| als entgprechender Koeffizient einer linearen Verbindung von Ueberschiebungen 
der Grundkombinanten erscheint. Es ist z. B. fir DP_ 9: 


hi 





| Da, 104, 104, Da, 4, 0 | 
a 5b, bj 0 
De, C 0 
4 "nr 4, Da, 104, 104, - 50, * 4 sE ; 
b, b, 
È G; Co 





(*) Apolaritit etc., S. 391. i 
(8) Mitteil. der mathem, Gesellschaft zu Hamburg N° 4 (1884), S. 87. 
(3) vgl. z. B. Grace et Young, Algebra of invariants, Cambr. 1908, S. 19. 
\ 


EvOc.. Lx, 17 





» 


130 X 
“— 250[100(012)(234) — 50(013)(134) + 20(023)(034) 4 25(014)(124) — 
— 10(024)? + 5(034)(014) — 10(015)(123) + 4(023)(025) — 
— 2(035)(013) + (045)(012)] 


—.260P. 


Fiir P erhalten Wir 


2 Da 1 x 
p =100W{W,+ 1050» 5 1 ) nea 150W(3W,—5V.+ 35 U,) + 


1 1 1 1 1 
sl 20(3W, ec v.)(sw, + 70.) + 25(6w, + 3V.(sw Sn 330.) sd 


i 10(8W,+ Da u,) Di 3(0W+ 7U.)(0W,+ 2 rd 


5 4 1 2 
= 10(10W, i u)(w- Lar 


1 1 
+ 4 gp eee arr IW,-=V, —_ 
2 " 4 
SR 7) x 1 n d 4 5 
— 6W(15W,+3V, +70, + W, 10 A È 


Nun haben wir die Identitàten 
J, = (012)(234) — (023)(124) + (024)(123) = 0 


J, = (012)(045) — (014)(025) + (015)(024) = 0. 


Addieren wir die mit —- 25 multiplizierte erste Identitàt zu der mit 3 


multiplizierten zWeiten, so erhalten wir: 
1 i 
P=P_ 255, +3J,=452W,W,—-12WWj-30W.Wes ee 


— 15(W,V,—4WViHk 6W,V, 4WVib Wide 


25 


ve: È 
+ “P (WU, — 3W,U,+3W,U, — W,U,) — 3 VV 2VA + 


5 


2 
cia 


12 25 5 2 
45(WW)s Ta 15(W,V), + ;973 (W,U) E TRARRE TI (U;V), di 49 (U?), 
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PI 


)( 131 ) 


wobei die unteren Indices andeuten sollen, dass die einzelnen Terme die Koef- 
tizienten der h6chsten Potenz der e: 


{xprechenden Ueberschiebungen der Grund- 
formen darstellen. 


Wir entnehmen daraus schliesslich folgenden Wert fiir ® : 


(7) = 250 15(W.Wy i 15(WW4+ (WU) — > (VV + a (UV)! — - v 


Infolge der dritten Relation (5) kann einer der in ® auftretenden Ausdriicke 
eliminiert werden. 


Ebenso ist 





ae lai 9 TE 
(Ta) P—=250/45(V W)î — 15(W Wi + = (WD°- = (WWW) ai (U W-;G cia 


Ferner kann man mit Hilfe der Formeln (6) ® durch die Kombinanten des 
Netzes 9 und F durch die Kombinanten des Netzes f darstellen. 
Setzen wir den Proportionalitàtsfaktor c — 1 so kommt: 


FP 45 (Www) +16 vi 4 E voy 2 vir Pomo: 
2001, > e 1 19 


Da die ersten Polaren von F den ersten Polaren von ® apolar sind, so 
haben wir die Relation : 


(FD) = 
Aus p,g,(p9° =0 und p,g,(p9)° = 0 folgt weiter durch Subtraktion : 
th Da 
Die fiinfte und sechste Ueberschiebung der Kombinanten 2weiter Ordnung F 


und ® verschwindet also. 
F und ® werden identiseh, wenn 


42(W,V)'-- (U,V)=0 


wird. Insbesondere tritt der Fall ein, wenn die Kombinante V identisch ver- 
schwindet, also die Netze f und % koinzidieren. In diesem Falle hat F (resp. ®) 
die spezielle Eingenschaft, dass die Kovariante zweiter Ordnung 


Esp 


verschwindet, 
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ì $ 5. Folgerungen fiir die ebenen Kurven fiinfter Ordnung 
und fiinfter Klasse. 


1. Die rationale Kurve fiinfter Ordnung €* geht aus der Normkurve N° 
durch Projektion von N° von einer festen Ebene 7, auf eine andere feste E- 
bene 7’ hervor; die rationale Kurve fiinfter Klasse K° dagegen erhîlt man, 
wenn man die T, von N° oder die Developpable D, von N, d.h. den Ort der 
. mit einer Ebene 7’ zum Schnitt briugt. 

Das Beriihrformennetz der Pu»kte der Projektionsebene 7, konstituiert die 


3 
fundamentale Involution fiinfter Or nung zweiter Stufe der Kurve C°: 


(1) Sit, +9=0 


Die Involution der Schnittquintupel der Y, durch x, wird fiir die O° zur 
Involution der geraden Schnitte. Sind die Schnittquintupel der Seiten des 
Koordinalendreiecks ©, £, ; £,; SO lauten die Gleichungen der Kurve: 


a. ie VANO n . . pra DE 5, 5 
(2) VOLTO A e 


Die Kurve C', die durch Projektion von der Ebene 7, auf eine Ebene 


9 
x aus N° entsteht, hat die Darstellung : 


(3) PREC ARE eo GI e pi 


In der Dissertation sind die beiden Kurven (2) und (3) als konjugiert be: 
zeichnet. Mann kann aber auch nach dem Vorgang von J. R. Conner (') 
die Kurve (2) und die Kurve fiinfter Klasse D,7,, die Schnittkurve der Develop- 
pablen D, init der Ebene 7, als konjugierte Kurven einander zuordnen, Die 
Kurve D,-7, oder K° hat die Gleichungen : 


(4) UU Ia 


Die Beriihrungspunkte der fiinf von den Punkten der Ebene ausgehenden 
Tangenten von (4) sind die Quintupel der faundamentalen Involution von (2) 
und umgekehbrt geben die geraden Schnitte von (2) die Quintupel der Funda- 
mentalinvolution von (4). Endlich kònnen wir noch die Kurve D,-7, die ab-. 
gekiirzt K° heissen méòge, beriicksichtigen mit der Koordinantendarstellung : 


5 . È — . . = Dda Lab 5 
(5) Ug è WU = QEIIPI NOS I 





(4) Au certain correspondences associated with the Rational Plaue Quintic, John Hopkens U- 
niversity Circular 1911, Vol. 30, S. 64 f. 
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Jedes Formenetz fiinfter Ordnung in Verbindung mit seinem apolaren Netz 
oder jedes Paar im Nullsystem der N° zugeorAmeter Ebenen gibt also Anlass 
zu vier verschiedenen Quintiks, von denen zwei Ordnungskurven und zwei 
Klassenkurven sind. Wir werden im Laufe der Betrachtung auf diese ver- 
schiedenen Kurvenformen wechselnd Bezug nehmen und auch die wiehtigsten 
geometrischen Relationen zwischen ihnen besprechen, 

Zuniichst mògen einzelne Resultate aus den bisherigen Entwickelungen 
auf die Ebene iibertragen werden, 


2. Wir betrachten zuerst die wichtigsten Punktgruppen auf C° resp. die 
wichtigsten Tangentengruppen auf K?. 

Damit drei Punkte von C° mit den Parametern ., #, v auf einer geraden 
Linie liegen, ist nach $ 4, (2) f-lgende Bedingung zu erfiillen : 


1 
WWW, — 3| (pot Va VV + (MPV, Va Va + (pf Va Vu VI | + 


1 


(6) N06 


(ORSLE + (AU, U,? + (vv)pX) UU + 
+ (pa) U XU? + (2) (1) UNU? + VNZIAN SM 


in der die auftretenden Kovarianten die Fundamentalkombinanten der Invo- 
lution f, + pf, + 07, darstellen. Statt der Kombinanten W, V, U kann man 
auch die Kombinanten W, V, U des konjugierten Netzes einfiihren, wenn 
man gleichzeitig das Zeichen vor der ersten Klammer verzindert. Aendert man 
in beiden Gleichungen dieses Vorzeichen ohne die Buchstaben zu wechseln, 
so erhilt man die Bedingung dafiir, dass drei Punkte von C' in einer Geraden 
liegen, oder die Tangenten in drei Punkten von K° durch einen Punkt: ge- 
hen, etc. 
Ist das Punktetripel durch seine Verbindungsform gegeben 


d = (PA(PH)(pY) 
gegeben so muss: 
dy- = pon + p,Bx + pera 
statt haben, falls p,° das das Tripel dl zu einer « geraden Gruppe » ergtin- 


zende Punktepaar bedeutet. Eliminiert man aus den sechs durch Koeffizien- 
tenvergleich entstehenden Gleichungen die Gréòssen p, , P, 1 23 3 Po; Pro Pas SO 
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ergibt sich : 


139, 29, 0 54, 58, 5Y 
39, 6% $ 100, 108, 107) =0 
|, 6%), 3), 100, 106, 10%,/ 


0 2 DU DARANNO 





Benutzt man die Ausdriicke (4) das $ 4, so erhilt man als Bedingungs: 
gleichung : 


, T II T 225 , INT II 180 x9 44 I (Ad 
100 GW WE WE + OVVIE (000 n 
oder, wenn man die Kovarianten zweiten und dritten Grades von g: 


r_(d,. 0)? ’ Q=(d, 7) 


einfihrt : 





TE 225 180 
(7a) 100), Wil 
resp 
| 2 TAR x Iso 
(70) 100(#, W— 7 ge, W— =, = 0. 


Seien zwei Punkte durch ibre Verbindungsform py\ gegeben, so lisst sich 
die Form 4 der iibrigen drei Schnittpunkte der durch p,} bestimmten Geraden 
leicht finden, wenn man ausdriickt, dass die Form %-p\° apolar ist zu den 
Grundformen f, f, 3, die drei so entstehenden Gleichungen bestimmen die 
Verhiltnisse der Koeffizienten der Form 4. Man erhiilt : 


x TEN 


- 
Pi 


—l 
| a(apfa, a,a(ap)a, a, (ap)lay, 


1 a, (pat aa,(pal . «(pal 
ala || bit 
b,*( pb)” j . DbE(pbr 
| c\(cp)'cx 
6, pe) i . c(pe) 


vee” | 
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= (ad)beXac)Xap)(bp')(cp" abc. 
Um $ durch V, W, U auszudriicken, kann man den Ausdriick : 
(ab)(beac)a,*b, Fc Larxbyex 3 


. entwickeln nach Polaren der Grundkombinanten oder % direkt berechnen und 
| die Formeln (4) des $ 4 benutzen. Man erhiilt im letzteren Fall z. B. als Koef- 
fizienten von )°: 


 $=p,(012) — 2p,p,°(013) + (4pfp, — 2ipÎX(023) + pop(014) + 
+ (4p.P, P, — 8P,)(123) — 2bP, P(024) + (4p0P.} — PoP(124) + 
+ pr p(034) — 2p,°p134) + p(234). i 


— Daraus ergibt sich dann leicht; 


entita) a; 2 
8) 9=(W,p— FAV PV pa U , pÎ° — 





8 o 
SA (pp'’)°(U , p)'. 









 Substituiert man 


Pi 


p = (AA) 
so wird: 
1 
(W, pf = WEWWî; (VV, pii= VeVEVa; (pp) = —-3 (9°; 
x 1 
(Vi, pl = VuV,Vi® ; (U, 99° = 7 [WU LU,® + AMU,U,*]; 


(U , p}° =37[QMU,U:" + MU ,U] 


pa: 


und (8) geht itber in 


#= WWW — 7 [OPAMV,VAV + (A VuV.Vi] + 


(STR (Aut, + (Au) U,U,® — 2pv)°ApT, Ut — 


— 2A) UU") 


ARSA TE RE RAIL L'IN IRE IT ARRA O SI ROTTI 
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Mit Hilfe einfacher Identitàten reduziert sich die Form % auf die Form 
J”, (vergl. $ 4), wodurch zugleich der friiher gegebene Ausdriick, sowie die 
Entwickelung (2) von $ 4 bestàtigt ist. 

Setzt man in der Bedingungsgleichung (6) p =y so folgt: 





1 2 
(9a) WaîWit— 20 VV PESANTI 
) 
oder : 
Vr 3007 6 1 2V7 7 4 2 317 3 


Jede dieser Gleichungen gibt die Beriihrungspunkte der sechs vom Kur- 
venpunkt \ ausgehenden Tangenten, resp. die drei iibrigen Schnittpunkte der 
Tangente in pw. mit der Kurve. 

Setzt man p —=y, so erhilt man in 





WAS oder iva==11) 


die Gleichung fiir die Inflexionstangenten, resp. Inflektionspaunkte der Quen- 
tils. (vergl. $ 4, 2). 

Die Kurve C° hat bekanntlich seclis Doppelpunkte, entsprechend K° 
sechs Doppeltangenten. Man erliilt die Gleichung fiir die zwé6lf Parameter 
der Doppelpunkte, wenn man ausdriickt, dass, falls ), p als die Parameter 
eines Doppelpunktes angenommen werden, die Gleichung (6) fiir alle Werte 
des dritten Parameters y erfiillt ist. Indem man die Koeffizienten VOR OA 
DATO yy einzeln gleich Null setzt, gewinnt man vier Gleichnngen in X und p, 
zwischen denen man einen Parameter, also z. B. 1,7 , 4°, . . . eliminieren kann. 
Das Resultat ist eine Gleichung zwòlften Grades in ). Wegen der Umstiind- 
lichkeit der Rechnung muss an dieser Stelle von der Reduktion dieser Gleichung 
abgesehen werden, zumal da spiiter auf anderm Wege eine die Doppelpunkte 
liefernde terniire Gleichung aufgestellt wird (!). 

Die Doppelpunkte von C° stehen iibrigens mit der Normkurve in folgendem 
Zusammenhang. Die Bisekanten von N° oder die Punkte deren Beriihrformen 
als Summe zeier fiinfter Potenzen darstellbar sind ($ 1, 2), beschreiben eine 
dreidimensionale Mannigfaltigkeit G, deren Ordnung leicht zu ermitteln ist. 
Jeder Quadrisekantenraum @ nimlich scehneidet G in den sechs @Geraden,. 
welche seine Kurvenpunkte paarweise verbinden. Diese sechs geraden Linien 
stellen aber den vollstàindigen Schnitt von G mit Q vor. Denn sei ein Punkt 


(1) Man vergleiche die Ausfàhrung der entsprechenden Rechnung filtr die ebene Quartik | 
bei E. Meyer, Die rat, ebenen kurven 4. Ordn ete. S. 15 und 16, P 
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. (@) auf Q, der nicht auf einer dieser Sehnen liegt, urid G angehòrt, so wiirde 
der Y, durch Q und die Bisekante durch (x) die Normkurve in sechs Punkten 
schneiden. G ist also von der sechster Ordnung ('. G kann als der Ort der 

_ Punkte angesehen werden, deren Beriihrformen beziiglich N° eine verschwin- 

dende Kanonizante j\° haben ($ 1, 3). Die Koeffizienten der Kanoniziante stellen 

vier kubische G enthaltende Mannigfaltigkeiten dar: G.p, dh. der Schnitt 
von G mit einem Raum p ist eine Sextikurve. Jede Ebene x schneidet diese 

Kurve in sechs Punkten ; jede Ebene wird also auch von sechs Bisekanten 

der Normkurve getroffen (vgl. Diss. S. 54) oder die C°, welche aus N° durch 

Projektion in der Ebene x als Zentrum abgeleitet wird, hat sechs Doppel- 

punkte. Wir werden spiiter ($ 9) Gelegenheit nehmen, auf die Kurve G zu- 

ritekzukommen. 


3. Durch einen Punkt (2) und die Ebene x, im Y, gibt es einen Biischel 
von Y,, der einen Biischel von Schnittform»n in Bezug auf N° bestimmt. 
| Dieser Biischel entspricht in der Ebene von €° ein Geradenbiischel durch 
einen Punkt (x). Allen Pankten (2) cines Raumes X,,p durch x, entspricht der- 
selbe Punkt (x) in 7. 
Ist f,=d\° die Beriihrform eines nicht auf 7, gelegenen Punktes von p, 
so haben wir (nach Seite 67 der Dissert.) folgende Beziehung : 


fe (10) epr (pi 3 f)° 


| die vier Formen f,..f, bestimmen die zu dem Schnittformenbiischel der Ge- 
raden durch (x) apolare Formenschar. Jede Form /,, welche (12) erfiillt, gehòrt 
_ (ieser Schar an. 

Es ergibt sich weiter aus der Proportionalitiit  entsprechender Determi- 
nanten der Formenreihen 9 und f: 


o (1 I) (14, dn) i (44mAn4) 


unter Zugrundelegung der folgenden Bezeichnung : 


è a 4a +... + a, ete. ; aX° + ba XX +... 4a, ete. 

ki 

— fiir die Formen © und f. Wendet man die gewòhnliche Bezeichnungsweise an, 
i 

è (1) vgl. J. R, Conner,a, a. O. S. 66. 

$ 


VOr: LX: 18 
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so entstehen aus (11) die Gleichungen : 
(0123), = D4(x01), (0 
(0124), = 10X(x02), (1235), = 5k(x15)g 
0134), = 10%X(x03), (0145), = 100%(123)g 
( 
( 
( 


235), = 25%(14), 


( 
(12) (0234), = 54(x04), 0245), = 50%(224), 
(1234), = k(x05), 1245), = 10k(x25)g 
(0125), = 60X(x12), 0345), = 50k(134)g 
( 


0135), = 50%(13), (1345), = 10k(x35)g 
(2345), = 5k(#45),, 
wobei die linksstehenden Determinanten auf die Formen f, die rechtssehenden 


auf die Formen © sich beziehen. Die Formeln (11) oder (12) ergeben sich tibi. 


gens auch, wenn wir fiir die beiden. Formen : 
DAT [retata] 
Al = UP Dr UP, Do UP, ’ By = U9o > UT vi VP, 


die Determinanten (ik) = A;B, — AxB; bilden und fiir die Determinanten 
uv, — «©, ete. der Linienkoordinaten «, und v, die Koordinaten &,;@, ,@, des 
Schnittpunktes der Geraden (w) und (v) einfiihren (4). 

Wir erhalten also aus den bintiren Kovarianten und Invarianten des  For- 
menbiischels terniire kovariante und invariante Gebilde von 0°, indem wir die 
Determinanten (ik) des Biischels mit den x; « riindern » und gleichzeitig fiir. die 
Koeffiz:enten der Biischelformen die entsprechenden der Formen des. Netzes 0; 
schreiben. 

Sei K eine solche binire Kovariaute, so werden wir die daraus durch Rin- 
derung hervorgehende ternire Kovariante K(x])) nennen. Der in der Klammer 
eingeschlossene Buchstabe x mòge also immer den gleichzeitigen Gebrauch der 
Formen %, einschliessen. 

Eine Gerade ist durch zwei Punkte (x) und (y) gegeben. Die Koordinaten 
der Geraden sind : 


UU, LU, =(C,Y) (CY (CY) 
Die Schnittform der Geraden ist also in der Form darstellbar : 


(13) (240)X° + 5(xy1)X! 4- 10(2y2))? + 10(x43)X° + 5(2744) + (245). 


wo 


(ey) =| ®, Voc Bi; 


(1) vgl. Fr. Meyer, Apolaritàt, S. 3 f. 
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Die Geraden in der Ebene x, entspricht im Y, ein Y, der die Ebene x, 
enthilt. Ist f die Beriihrform eines Punktes dieses Y, ausserhalb 7,, so ha- 
ben wir: 


PX, + ofr— (Li 3.) 
(14) 5 
(cy) = (7) (Klmno),; 


wo (klmno), die Koordinaten des XY, ausgedriickt durch die Beriihrformen be- 
ziiglieh N° von fiinf jenes Punkte : 


Sad a S,= id fa = 4 AA 


bedeuten. 

Ganz entsprechendes gilt dual fiir den Fall der Klassenkurve in der 
Ebene 7,= ©. Wir brauchen nur fiiv den Punkv (x) die Gerade (v) zu nehmen 
und die Beriihrformen f; mit den Sehnittformen %; zu vertauschen. 

Sei z. B. ein Raum p durch 7, und einem Punkt p. auf N? bestimmt. 

Ein £, durch 7, und den Punkt pw oder durch p schneidet N* in den vier 
weiteren Punkten : 


di —= 0 
dann ist analog (12): 


pur=(fi; ed}, 


wenn %; die Koordinaten der Schnittlinie des Verbindungsraumes von è)! mit 
T, und 0 irgend eine lineare Form bedeuten. Da aber ()p)-dy' apolar ist zu 


tte 


SrÎ,:%, 2180 auch è apolar zu den nach p polarisierten Formen f;, so folgt: 


pu=ad,— 40,81 ...+ 4,9, — Lpu =4,9, — 44,09, +...4- 4,8, 


E *(15) pu bd, — ... ihr, pur dd... PAR, 
3 

è 

A pu, =cd,—... + cd  LPU CI, — + ch 
È welche Gleichungen wir noch spiter benutzen werden. 

) 4. Wie sich die reinen (nur ) enthaltenden) Kombinanten des Netzes aus 
: der « erzeugenden » Fuuktion Je=(p(py)()) herleiten lassen, so sind allgemein 
è alle im Zusammenhang mit der Kurve auftretenden fiir beide lineare Trans- 


formationen (des Parameters wie der ternîîrren Variablen) invarianten Formen 





rta n 


Cata 


Po a " ; ar. PA a ER Mo 1 3472) 7 de gi CUTE 
da : : Ò z 
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binîire simultane In - oder Kovarianten folgender « erzeugenden Funktionen »: 
1) Je (bw) (vgl. $ 4, 1) 
PO) (0 9) 
2) Ka gl) 90) 9. = MK p=1,2,...,9) 
a a, a 
PA) PIA) pla) 


3) Lig tPtb pr) ia ro men) gl) 1 (Pa Ri 


(16) 


» (pr) (pn) » (pn) 
%, PIE x, %, 


4) L(y09 260) L(u09)= | y,59 y, O yo (c.14 2 a) 


—=ag XS) ai, (9) ag (0) 
=, Po +, Ps AH UO Pa 


Zu diesen Funktionen treten dann noch die «indirekten erzeugenden » 
Funktionen des apolaren Formennetzes hinzu. Ausserdem sind jene Kombinanten 
noch algebraisch zusammengesetzt mit den identischen terniren Kovarianten ('). 


$ 6. Die wichtigsten der Quintik zugeordneten kovarianten Gebilde. 


1. Jeder Punkt (x) der Ebene ist Trigger eines Gradenbiischels und dahet 
beziigliech C° eines Sehnittformenbiischels fiinfter Ordnung. 

Die einfachste Invariante eines solchen Biischels ist die Elementarkom- 
binante 9g, die fiinfte Ueberschiebung zweier Biischelformen (vergl. $ 1, 4). 
Vermébge des in $ 5, 3 entwickelten Rinderungsgesetzes erhalten wir daraus in: 


(1) g(®) = (205) — 5(214) + 10(223) = 0 


den Ort des Punktes, der die Geraden mit apolaren Sehnittformen triigt. Die 
fiinf Schnittpunkte dieser Geraden mit C° sind die Punkte der Kovariante V)? 
bereits bekannt ist. 

Um die Gleichung der geraden Linie durch die beiden Kurvenpunkte X 





(4) vgl. W. Gross, Ueber die Kombinanten bintiren formen systeme, welche ebenen rationalen 
kurven zugeordnet sind, Diss., Tùbingen — Stuttg. 1887, S. 15; ebenso Math. Annalen, Bd. 32, S. i 
139 f.; vgl. auch Stroh, zur Theorie der Kombinanten, Math. Ann. 22, S. 393; und L. Ber- 
zolari, Sulle curve razionali di uno spazio ad un numero qualunque di dimensioni, Ann. di Mat., 
Serie 2, Vol. 21 (1893), p. 1. E 


4 È - 
° 
+ | 
i ep 
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und pw aufzustellen, miissen wir von der Bedingung dafiir ausgehen, dass zwei 
Punkte einem Quintupel der Involution erster Stufe (der Geraden durch (x) ), 
angehòren. Diese Bedingung liefert aber die gleich Null gesetzte Funktion K 
des vorigen Paragraphen. Entwickelung ergibt : 


1 
2) K'= nén8 +2 mate + gu = 


in welcher Gleichung wir nur in bekannter Weise mit den x; zu riindern brau- 
chen. Setzt man x, = %; so erhiilt man wieder die unger:inderte Gleichung (6) 
des $ 5. 

Setzt man in (2) \—=p so erhéilt man die Bedeutung der mit x gerzinderten 
Kombinante » des Biischels. Es wird: 


r(e|)) = (201)X*+ 4(202)XY'+ [6(203) + 10(212)]\#- [4(x04) 4 20(x13)])\}+ 
(2a) + [(05) + 15(214) + 20(223)]N! + [4(#15) + 20(224)]X® + 
+ [6(225) 4- 10(x34)]\? + 4(e35)) + (2465) — 0 


bei festem ) die Gleichung der Tangente im RKurvenpunkt i), bei festem x die 
Gleichung fiir die Parameter der acht von (x) ausgehenden Tangenten der Kurve, 
Die Gleichung kann man auch in der Form schreiben : 


Basti Dtsa - ir 


wo die r,, die Funktionaldeterminante der Formen %g, und %, bedeutet; damit 
hat man gleichzeitig die Darstellung von C° als Klassenkurve. 

Mit Benutzung der zu dem Sehnittformenbiischel des Punktes (x) apolaren 
Formenschar, also den Formen f,,,:7, Und einer weiteren Form f,, welche 
der Gleichung (12) des vorigen Paragraphen geniigt (der im Y, ein nicht auf 
t, gelegenen Punkt des dem Punkt (x) zugeordneten Raumes p durch 7, 
entspricht) lisst sich die Gleichung (2a) folgendermassen darstellen. Von einem 
Faktor abgesehen haben wir némliech nach friiherem : 


= (ab)(ac)(ad)(be)(bd)(cd)ax®b°exXdy 


diese Form geht aber aus: 


* i 
dif Rae 


(ab)(ac)(be)a beni beer 


dadurch hervor, dass man p,:%, durch d,: — d, ersetzt und mit dyY° multipli- 
ziert. Auf Grund von $ 5, 9 ergibt sich also als Resultat: 


9 


105 0% 


(20) ANA 105 
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oder : 
1 Lala 
20) Ti SY +7( rta 705 "Jar 


Die Kombinante s des Formenbiischels stellt sich bei festem Parameter 
eine Gerade dar, deren Gleichung sich sofort in der Form: 


(3) s(e|)) = [(203) — 3(212)]\! + 2[(004) — 2(x13)])X + 
+ [(205) + (214) — 8(223)])\®? + 2[(215) — 2(24)]} 4 |(225) — 3(#34))=0 


schreiben lisst. Bei beweglichem ) stellt s —=0 einen Strahlenbiischel 4. Ord- 
nung dar oder eine Kurve 4. Klasse (und 6. Ordnung); durch jeden Punkt (@) 
der Ebene geben 4 Gerade des Biischels. Fiir die Schnittpunkte w einer Gera- 
den s mit C° erhalten wir: 





(3a) S,= —3WW, — 2Veve an + TU, 20 = 


Setzt man \= | so ergibt sich : 
Die Inflexionspunkte der Kurve sind diejenigen Punkte, welche auf den ihmen 
zugeordneten Geraden s liegen. 
Weiter ergibt sich die Gleichung von C° in Punkt-koordinaten aus der 
Bézoutschen Resultante des quiniiren Biischels in folgender Form: 
5(201) 10(a x02) 10(x03) 5(x04) (405) 
10(x02) 10(x03)-50(x12) 5(x04)-|-50(x13) (105)--25(214) 5(x15) 


(4) |10(x03) 5(x04)+-50(x15) (x05)-|-25(x14)+100(x23) 5(215)4-50(x24) 10(x25) 
) 





5(x04) (x05)+25(x14) 5(x15)4+-50(x24) 10(225)-50(x34) 10(x35) 
(105) 5(x15) 10(x25) 10(#35) 5(x45) 
= R(a)=0 


' 


2. Die aus (3) resp. (4) des è 2 durch Riinderung mit x hervorgehende 
Form achter Ordnung:: i 


0(2|])) i 


stellt gleich Null gesetzt eine Kurve vierter Ordnung vor, welche die Kurve. 
C° im Punkte X achtpunktig beriihrt, weil 9 fir den Fall, dass (x) auf 0° in 
den Punkt mit dem Parameter p. fiillt, auf die Potenz ()p)° sich reduziert.. 
Die iibrigen zwéòlf Schnittpunkte der Kurve ®(a|})) = 0 mit C° fallen in die 
Doppelpunkte, da 9 identisch verschwindet, sobald die Formen des Scehnitt- 
biischels durch (x) zwei Elemente gemeinsam haben, 
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Bei ver:inderlichem ()) haben wir in 3 


" vee _ 


| 
i 


einen Biischel achter Ordnung von Kurven vierten Grades. vor uns. Durch 
| jeden Punkt der Ebene gehen acht Kurven dieser Art. 
È Die Formel (10) des $ 5 gibt iibrigens Anlass zu der von W. Stahl (1) È 
gegebenen Determinantendarstellung der Form 08. Wir haben nur fiir die vier 
 Formen fi die vier dritten Ableitungen von @ einzufiihren. Es kommt dann, 


. abgesehen von einem unwesentlichen Faktor : 


. : 

| MEO O 01 — 8 28)° — 56° TO... x 

| IPO 0a, Da, 109, 100, DA, 0 

(5) 0@M—=|0 # 0 00 4, 0 |; 3 

È: I 
ore 040 04 a, : \ 0 

00 0x0 0 0 4, i 4, ; 

ì <L 

) 

i andere Kurven vierter Ordnung erbiîlt man aus durch Polarisation, 

do So stellt: 

: 

ì (ea, ne dele as IEERPE mi 

s i 

: eine Kurve vierten Grades dar, welche C° in den acht Pankten A, ...), und 

den Doppelpunkten sehneidet. Denn liegt (x) im Punkte # von 0°, so haben . A 
. die zugehé6rigen Schnittformen den Faktor (44) gemeinsam, die Form 9 wird 


i == (A#)°, die Polare also: 











(AA) — LA RAR I I 
Polarisiert man © nach den fiinf Parametern einer Sehnittform 


P, = UP + UP, + Up, = 


so ist fiir jeden Punkt (x) dieser Geraden («) diese Polare = 0. 
Die Kurve 


j 


(9 b) )" 3 0 
zerfilit mithin in eine Kurve dritter Ordnung T, und die Gerade (v). I’, sehneidet 


._C° im Punkte X dreifach und hat ausserdem die Doppelpunkte mit ihr ge- 
| mein. 


(4) Stahl Zur Erzengung. der rat. ebenen Kurven, Math, Ann. 38, S. 583. 


RE rr RT NETTI MESERO I. “ESME N 
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Die Gleichung von T, lautet (') 


l'e) 3A 0000 


x 0 0 0) 0, ba, . d, DOT 

(6) 0) 1 0 0 Quae Og ED poi i 
0) 0 X 0 0 0 d, dg 0) 
0 0 0 x 0 05400 d, 


Polarisiert man diese Gleichung nach beliebigen 3 Parametern, so erhilt man 
die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung D*, welche abgesehen von den 
Doppelpunkten in den drei Punkten schneidet, zu welchen jene Parameter ge- 
hòren. Wir kònnen die Gleichung von D* in der Form schreiben : 


(7) (O, 9) 9P=@, pala 8 0 


wenn 


4 = AAA 


Es gibt oc* Kurven dritter Ordnung, welche durch die Doppelpunkte von 
CO? gehen. Nimmt man zwei Punkte anf C° als fest an, so gehen durch sie 
noch co! Kurven Dì, welche einen zu C° perspektivischen Kurvenbiischel 
dritter Ordnung bilden. Die Grundpunkte bestehen aus den zwei festen Punk- 
ten, den Dop elpunkten von 0° und einem Punkt P ausserhalb C°, dessen Be- 
deutung im nichsten Paragraphen zu eròrtern ist (*). 


3. Die apolare biquadratische Kovariante des quinàren Formenbiischels. 
fihrt zu einem weiteren terniirkovarianten Kurvenbiischel. 

Wir erhalten die linke Seite der Gleichung dieses Biischels, indem wir 
die zweigliedrigen Determinanten der Form: 


xÎ 9 i )° —. 1 
d, A, dg dg a, 
TICA @ 
b, b, 
b, b, 


(1) Stahl, a. a. O. S. 584. 
(2) vgl. die Arbeit von Stahl, 
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mit x, rindern und die Koordinatenformen einfiihren. Es ergibt sich (iibrigens 
auch direkt auf Grund der Formel (10) des $ 5): 


0° A+, A+ * ad ta 
0 x, BA FE , e % BX + B, 


DO AZA ID AT 
(8) Qae|)) = 0 
Co. aX4 4 2 "GA T 
L, 0 8, + B, * $ BA + 8, 
De Tr li > MEET, 


Die Gleichung repriisentiert einen Biischel vierter Ordnung von Kegel- 
schnitten. Zu jedem Werte ) gehòrt einen Kurve und durch jeden Punkt_ (x( 
der Ebene gibt es vier Kurven des Schar. Alle Kurven des Biischels haben 
ferner einen Punkt der Ebene gemeinsam, denn es gibt nach $ 3, 1 einen die 
Ebene 7, enthaltenden Raum L, dessen Schnittformenbiischel eine verschwin- 
dende Apolare besitzt und als Polarenbiischel einer Form sechster Ordnung 


d = 9 (vgl. $ 3 sind $ 4, 2) 


darstellbar ist, also auch einen Punkt der Ebene von ©’, fiir dessen Schnitt- 
formenbiischel die Kovariante Q(x|)) identisch verschwindet. Weil dieser Punkt 
durch die Form ® bestimmt ist, deren Polarenschar mit seinem Scehnittfor- 
menbiischel zusammenfiillt, werden wir ihn in Zukunft als Punkt (®) bezeichnen. 
| Dabei ist natiirlich D als +0 vorausgesetzt. Der Fall, dass ® identisch 
verschwindet, wird spiiter beriicksichtigt. 
Macht man den Punkt (®) zum Eckpunkt a«,=0, x = 0 des Koordina- 
tendreieeks und macht die Geraden, deren Schnittform g,g0 und g,4° sind, 
zu den Seiten x, =0 , x, = 0, so stellt sich C° folgendermassen dar: 


TI 8° MAE 
rn FD 


Man siebt dann ibrigens aus der Form der mit diesen Schnittformen 
modifizierten Determinante (8), dass tatszichlich der Kegelschnittbiischel durch 
den Punkt a, =0,x,=0 befriedigt wird. Man braucht nur die vierte Hori- 
zontalreihe von der zweiten zu subtrahieren. Die Beriihrungspunkte der aeht 
durch den Punkt (®) gehenden Tangenten von ©’ findet man aus: 


BA PE L0Ì: 


Die Parameter, nach denen ® polarisiert werden muss, damit ein Punkt 


VOL, LX. 19 
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der Polare Tangentialpunkt wird, geniigen der Steinerschen Kovariante, die 
von Maisano berechnet ist (!). È 

Verschwindet die Diskriminante der Form ® oder die Resultante der 
Formen 9g,4° sind 9q,Mh°: 


R=(0,H)f () 


so liegt der Punkt (®) auf 0°. Hat ® zwei Doppelwurzeln, so ist der Punkt (®) 
ein Doppelpunkt von C°. Verschwindet die Steinersche Kovariante identisch, 
so hat ® eine dreifache Wurzel, die ersten Polare eine gemeinsame Doppel- 
wurzel. Der Punkt (®) liegt also in diesem Falle in einer Spitze der Kurve. 


4. Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe, die zehn Schnittpunkte p des 
Kegelschnitts Q(e|)) = 0 mit C° zu bestimmen. Wir haben fiir x,,%,,, in 
der Gleichung (8) die Ansdriicke a)°,f\°,M° einzufiibren. Zur Umrechnung be- 
dienen wir uns eines Verfahrens, welches bereits in $ 3 gelegentlich der Be- 
stimmung der Formen F und ® zur Anwendung gelangt ist. Um nîimlieh den 
fraglichen Ausdruck, der in ) vom vierten, in pw vom zehnten Grade ist, 
durch die Fundamentalkombinanten W, V,U darzustellen, geniigt es, den 
Koeffizienten der héchsten Potenz vom p auf gewisse Ueberschiebungen jener 
Kombinanten, resp. deren Polaren zuriickzufiihren. Diesem Zwecke dienen die 
Formeln (4) des $ 3 fiir die Kocffizienten von W, V,U. 

Seien die Koeffizienten der Potenzen von ) in Q mit Q,Q,Q, 9, Q, be- 
zeichnet, so hat man: 
Q, = (001)(134) — (202)(224) + (212)(a14) + (x03)(223) — (213) 4+- (#23)(712) ete. 

Daraus ergibt sich als Koeffizient: 


von )i p!° : (012)(014) — (013 + (012)(023) 2 
von )° n : (012)(015) — (013)(014) + (024)(012) = BR 
von 2° p!° : (013)(015) — (014)? + (034)(012) LO 
von ) p!°: (015)(023) — (014)(024) + (034)(013) 2" 
von. 14°: (012)(045) — (013)(035) +- (014)(034) + ; 23)(025) — 


+ (034)(023) — E 


Mit Hilfe der Identitàiten : 
(015)(023) — (013)(025) 4 (012)(035) — 0 
(012)(034) — (013)(024) 4 (014)(023) — 0 
(012)(135) — (013)(125) 4 (015)(123) —= 0 
(012)(145) — (014)(025) + (015)(024) = 0 
(012)(234) — (023)(124) + (024)(123) —= 0 


(i) vgl. Maisano, Die Steinersche Kovariante der Form. 6 Ordn., Math. Ann, Bd. sl, 
S. 503 und Dissert,, S. 40, 
(2) vgl. Dissert, S. 42, 
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erhalten wir (fir c= 1); 

I È A=9AWW,-W) 3 WoVo 

1a 1 3 

td B-18W,W.- W,W. — Mo Vi) Li WU 2 (W.V, CEI W.Vo 


O=-27(W,W—- 2W,W,+w2- i wv,-î 


Brin GRA 


WU, ai 


ct sd AVA DI AI E 6(W,V, DEI 2W,V, sn W.V.) “x 


15 


10ab 
sn (WU, — WU) — TA: usw. 


- 


Daraus entnehmen wir folgenden Wert der Gleichung II = 0 fiir die 
Schnittpunkte von ®(e|})) =0 und C°: 


M= SVI È WYATT (- IU SOVVAVY) + 


15 11 
ch (GOVVAWOVTE "n (WU)W.'Ut+ 16 Vu Vu Va (LA)? + 
SO 
i 19 54 17 
+ (- 3; (WV}W,VuVx — gp WY}WLU, "2 dI Uve) (AH 


R 5 > » 


+ (FO VO + E VE (UV rg) 


I Um alle Ausdriicke auf vollstiindige Polaren zuriickzufiihren, ist ferner 
die Gordansche Formel zu verwenden : 


(" — se —r °) 
Pag, n k] m_r—k x î Ù i n miitr 
CRA Zeani) (ey) (02°, da PEC 


(7 


Wo der untere Index der letzten Klammer angibt, Wie oft nach y polarisiert 
BS werden soll. Es ergibt sich dann schliesslich als Gleichung fiir die zehn 


Lo 








ul 
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Schnittpunkte : 


15 


= WWW + (MV) TW. vu, (02) + 


189 SEG DE 11 
+ EG, mi + TE VIT) + TO) VV] + 
6 11 7 È 
+|- mm po OM vat 
ETRO, Ge) SRO O Riace 235 ; 
+ mm ii Ww.yi 2 wo) 2 
5 26 


t 11900 Vir maon DIA 


Fir W, V, U kann man auch ebensogut W, — V, U einfiihren. Die 
Gleichgung II — 0 bestimmt auf C° eine (4, 10) Korrespondenz. Jeder Wert X 
bestimmt zehn Punkte #4 und zu jedem Punkte y auf C° gehòren vier Kurven 
Q(a|)) = 0 welche C° im Punkte p schneiden. Setzt man \ = p, so ergibt sich : 

Es gibt vierzehn Punkte auf C° welche die Eigenschaft haben, dass die ihnen 
zugeordneten Kurven Q(e|}) =0 durch sie hindurchgehen. Ihre Parameter geniigen 
einer der Gleichungen : 


‘da die biquadratische Form @ identisch verschWindet, Wenn in dem Biischel 
fiinfter Ordnung eine fiinfte Potenz vorkommt (jede N° treffende Gerade ist 
in oo! Quadrisekantenriumen enthalten) ('), so gehòrt die Tangente in einem 
Hyperoskulationspunkt oder eine fiinfpunktig beriihrende Tangente von O° 
allen Kurven des Biischels Q(x|)) =0 als Teil an. Das ergibt sich auch aus 
der Gleichgung (8). Machen Wir némlich die fiinfpunktig beriihbrende Tangente 
zu einer Koordinalendreiecksseite, sodass fur C° die Darstellung gilt 


E ARRICRETI ll PNT Pe 


(4) Durch jeden-Punkt der Geraden gibt eine Trisekantenebene () 1), die mit ihr in einem 
Z, enthalten ist. 
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so geht (8) nach geringer Umformung iiber in : 


wo  Wb-N)O —p@i%) pe) — @_-% 
o, 8,436, 8,+6 
| % LT Ma 6 , Ie sell (VEE: 
i 8, +28, 
Benni PX, fat MI 


der Kegelschnittbiischel (8) zerfàllt also in der Tat in die Tangente a, = 0 
und den Geradenbiischel G — 0. 

Hat C° zwei fiinfpunktig beriihrende Tangenten, so fallen alle Kurven 
des Kegelschichtbiischels Q in dieses Tangenpaar, Wie man auch aus der 
Form der Gleichung (8) ersieht, deren linke Seite abgesehen von einem Faktor 
auf das Produkt x,-%,, sich reduziert, Wenn C° durch : 

ARRE GRANT ed POTRESTI BL 


0 


dargestellt ist. Der Schnittpunkt der Tangenten in den Punkten 4 und y re- 
prisentiert in diesem Falle den Punkt (®) und die Form ®© lisst sich als Summe 
zWeier Potenzen darstellen : 


pe (Au) + (AM)°. 


Der Fall tritt, Wie die Invariantentheorie lehrt, dann ein, wenn die Ko- 
variante (9 , i) identisch verschwindet und é=(g, )° kein Biquadrat ist (‘). 
In dem Falle, dass C° drei funfiinktig schneidende Graden hat, Wird der 
 Bùschel Q(x|))= 0 gegenstandslos, da @ fiir jeden Punkt der Ebene identisch 
«null Wird. Daher Spezialfall wird spiter besonders besprochen. 


5. Jeder Kegelschnitt Q(x|}) = 0 ist bei festem X Wegen $ 1, 15 ein Indi- 
viduum der Kegelschnittnetzes ($ 1, 10): 


(11) rr 4 k'(ref + k'"(s8) =0, 
zu dem auch das Geradenpaar : 
g(e|}) = 0 x REA 0 
+. Allgemein kann man von den Kombinanten zWeiter Ordnung (in den De- 


terminanten des Biischels) ausgehen, um verschiedene invariante und kova- 
tTiante Kegelschnittscharen zu gewinnen. 


(4) vgl. Dissert. S. 41. 


n 
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Besonders interessieren die invarianten Kegelschnitte, die von den Inva- 
rianten zWeiter Ordnung : 


CA Cee 


abgeleitet werden. Da diese Invarianten durch eine Relation ($ 1, 10) verbun- 
den sind, so bestimmen sie einen Kegelschnittbiischel, zu dem auch die dop- 
pelt ziihlende Gerade 9g gehòrt. Wir haben also eine sogenannte « Biischelschar » 
von sich zWeimal (in zwei Punkten der Geraden) beriihrenden Kegelschnitten 
vor uns ('). 

Wir bestimmen die Schnittpunkte der Kegelschnitte (rr) = 0 und (ss) = 0 
mit C°. Es ist: 


1 

pi pr > Y n BRyr 2 
= (ref ro 8 + 28,5 — b6rgr, 1 397, 
dd 


Setzt man fiir die Werte aus (25) ein und fàr ,7,7, die Werte aoBoto 3 


und Wieder die Koeffizienten der hòchten Potenz des Parameters zu ermit- 


14 
teln, so findet man als Schnitt von Ii 
Ò) 
a | 14 T\4 € T A 3 1 2 
S| (r)®| = 150(WW)'—30(WW)?+7 (WO) + 7V° 


Ebenso ergibt sich als Schnittform des Kegelschnitts 6(ss) = 0 


144 


(12) S(6(ss)°) = 54(WWy + 90(WV) + so WU) — ton 


Ein Biischelkegelsehnitt 


1 
a. Irr)} 4 6k'(ss)) = 0 


schneidet daher C® in den Punkten : 


(150% + 54L'((WW) — (30% — 907)(WV) + 


(13) 8 144.) 1 die 
sfata) mo a Sa)ri 


(1) vgl. Steiner- Schroeter, Vorlesungen diber syntetische Geometrie, è 52, S. 326 ff 
Eneyklopiidie der math. Wissench. III C. 1, S. 122 f. 
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1 Wird k — 3%’, so haben wir die doppelt zihlende Gerade 9g als Biischel 
| kegelschnitt, und man sieht, Wie die Relationen : 


vi ont +7 Gt È geco 
| 

| i 3W,V) + È (W,U) -; v=-0 
n 4 ” 

. zasammenbingen. 
|_—Die Kovarianten (rr)? und r-sliefern « erzeugende » Kegelschnittscharen. 
Fiir r-s ist das klar, denn r— 0 stellt die Tangente vor im Punkte \. Rechnet 
| man (rr) aus, siibstitaiert dann fiir die zWeigliedrigen Determinanten die mit 


_® gerànderten Determinanten des Netzes © und fiir die «, schliesslich die i 
i i 14? 
so sieht man, dass in der Schnittform so (n der Faktor (Xw)° erscheint, 


Wenn p. den Parameter eines Schnittpunktes von (rr)? —0 mit 05 bedeutet, 
\lle Kurven 


14° 
jî r 3 (MM =0 


Iso auch alle Kurven 


1 2 


La (rr)? 4 k'r.s = 





beriihren also C° im Punkt ). 
Ein ausgezeichneter Kegelschnitt der Schar ist die Oskulante : 


AMBER, Ar AIsA.I MR IE 
pa, = du Ax » pe, = Bud 3 PI, = uf 


- Durch Elimination von p und p. ergibt sich niimlich als Gleichung 


t, 0 C+... + a, 2xX +... + a) ada +a, 0 
| n, 0 IEP; 20600. +R) ARL. +8, 0 
90 ie 204 + RTLA 7 0 0 
d È 0 Na AR La) ta 


MS RR RE 8) LL 
0 È TA 207 Pd T) ++ 











dl e e "e dg N 7 
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daraus entnimmt man fiir den Koeffizienten der hnoòchsten Potenz von A den 


Ausdruck : 


6 
4(x01)(212) —- (002)? = 4r9f, — 4r,} — 77080 (vgl. $ 1, 16) 


und als Gleichung des Kegelsehnitts : 
SIR, 
(14) 2rrf — er 0. 


Fine Gleichung in Linienkoordinaten wird dargestellt durch die gleich 


Null gesetzte Hessesche Kovariante der Form: 


p, = UoPo + UL, + UyPa 


$ 7. Die Oskulanten (1) und die fundamentale Involution. 


1. Schneidet man alle T, oder die Developpable D, von N° mit einem 
festem T, in p., so erhélt man eine cc! Schar von X, innerhalb jenes T,, die 
die erste Oskulante S,' von N° reprisentiert. 

Dual ist die erste Oskulante R,° als die Gesamtheit der die Punkte von 
N° ans einem festen Punkt | derselben projizierenden Geraden zu definieren, 

Sei nun ein Raum Y,, p gegeben. Der Ort der Schnittpunkte der T, von 
N° mit p ist eine rationale Kurve fiinfter Klasoe, die mit D,p (Schnitt der 
Developpablen D, mit d) oder K,° bezeichnet werden moge. Die Kurve ist 
iibrigens von der neunten Ordnung, weil eine Ebene im Y, von neun T,. 80 
troffen Wird ($ 2). Die erste Oskulante R,' von K,° entsteht, Wenn man di 
Ebenen durch den Punkt p. und die Tangenten von N° mit p zum Schnitt 
bringt. 

Durch den Punkt wp und einen Punkt P in p gehen vier T, an N°, als 
gehen durch P vier Ebenen an die Oskulante von K,°, die deshalb von de 
vierten Klasse ist. ; 

Die Y, durch p schneiden N° in fiinf Punkten 1,,),3---3); der fund? 
mentalen Involution von K,°. Sei nun Punkt | identisch mit einem der Punkt 
ì, z. B. mit dem Punkt À. Die Geraden ),)}; oder kurz lè treffen p in vie 
Punkten 12p, 13p, 14p, 15p der Oskulante Ri), und zwar sind es, Wie ma 


sieht, die vier stationàren Punkte fiir R'). ZWei Oskulanten R*), und R', 


(1) vgl. Jolles, Theorie der Oskulanten, Aachen 1886; Study, Ueber die Raumkurre 
Ordn ; Sitz. ber. der sich, Ges. d. W. 86. 
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haben den Punkt 12p als gemeinsamen stationiren Punkt: drei Oskulanten 
(RI Ri), R'), haben, zu je zWeien genommen, drei stationiire Punkte gemein- 
: sam, die auf einer Geraden 123p liegen; vier Oskulanten RÈ,, . RA haben 
| paarWeise sechs stationiire Punkte gemeinsam, die in einer Ebene 1234p liegen. 
- Die fiinf Oskulanten Ri, Ra Ri, haben im ganzen zu je zWeien zehn sta- 
 tionîire Punkte gemeinsam, die die Ecken eines Fiinfflachs sind, Da durch 
die Gerade 123p zWei Quadrisekantentenriume hindurchgehen, so ist sie eine 
Gerade Z ($ 2, 3); die Ebenen des Fiinfflachs beschreiben also, wenn das 
Quintupel 12...5 die Involution durehliuft, die in $ 2 bestimmte Normkurve 
Np° ('). Ist die kurve K,° durch: 


. . . a n5 è 2, Dia IAS Im? 
U: UU: U, NN NN NN N i NIN 


(Wo né, die der Involution zugeordnete apolare Form achter Ordnung beden- 
tet) gegeben, so sind die Gleichungen der ersten Oskulante 











a a in 8 4 
(1) Up 3 U, 1 UU, MMI ML MMI 


fiir den den Oskulanten R‘,, und RÉ,, gemeinsamen stationiren Punkt haben 


wir dann: 
i 3 ti: 3 sie 
U PALLI e URLA CUMULI 0 


Wenn pyx die Parameter der von dem Punkt an die Normkurve gehenden 
Ebenen bedeuten. Die Gerade 123p ist bestimmt durch : 


nn, mm, aranmmnz0 , nen, nm = 0 
D ie Ebene 1234p durch: 

3 nMMMMI RIM Li RMMMM, NM, MI 0. 

Ihre Koordinaten sind also Wegen 

È - Ru NM, My, n, mM, ==. 0 

| darstellbar in der Form: 


= 4 So 
po, ARM EU I, 


“rncgg di 9, SL 
pu, Mr, E, 


— (4 vgl. Stahl, Fundamentalinvoluttonen auf rat. Kurven, Crelle Bd. 104, S. 45; L. Ber- 
( zolari,a. a. O,; Mem. Ace, Lincei ete., S. 312; J. R. Conner, a. a, O. $. 69. 


"è 
BENIVOL. LX, 20 
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befriedigen mithin in der Tat, wenn ), Wechselt, die Kurve : 


ACL en 
99 foto tae R N'EDE \ 


Ist K,° allgemein durch die Gleichungen 
(1a) Usi usi Ud ta 


gegeben und bedeuten % und s' die Elementar Kombinanten achter und 
vierter Ordnung der Fundamental: Involution (vergl. $ 1, 4), so hat die Kurve 
N,° nach den Ausfiihrungen der Diss. ($ 19, S. 93) folgende Darstellung 


(2) po, = 14(r , fi + 5(8, fif 


fiihrt man direkt die Formen (1) resp. ihre viergliedrigen Determinanten ein, 
so erhalten wir die Darstellung von Stahl (‘): Sei 


TV; ssa A + SB + 30,A + Di 
so ist z. B.: 
{ A, = (0123) — a,(0124) + a,(0134) — (0234) + a(1234) 
3B, == 4,(0145) — a,$(0134) 4- (0125)} + a,3(0234) 4- (0135); 


— a,$(1234) + (0235)} + a(1235) 


(3) 
30, = — 4,(0234) + a,$(1234) + (0235){ — a, 3(1235) 4- (0245); 
+ a,$ (1245) | (0345)j — @(1345) 
i Dw= — 4,(1234) + a,(1235) — a(1245) + a,(1345) — a,(2345) 


Die Ausdriicke fiir A,B,...; A,B,... erhàlt man daraus, indem man a 


mit bd, c und d vertauscht. 


2. Sei nun die Ebene x gegeben mit der Kurve K,° so ergibt sich, dass, 
z. B. die zWeite Oskulante eines Punktepaares .,, oder Ri xs dadurch zu 


konstruieren ist, dass man die Gerade ),)., oder 12 mit den Tangenten von 
N° durch Riume Y, verbindet und diese Y, mit x zum Schnitt bringt. Durch 
T gehen co° Riiume p; durch jeden Rium p gehen Wieder coi Riume X,, wel. 
che auf N° Quintupel ),...), der fundamentalen Involution zWeiter Stufe 
von K,° bestimmen. Die Oskulante zWeier Punkte eines solchen Quintupels, 
Ri. a, hat stationiire Punkte in 1237, 1247 und 1257. Im Ganzen bestimmt 


jedes System der Involution von K,° zehn gemischte kubische Oskulanten, 


(1) vgl. a. a. O. 8, 45, 


Vi 
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Die stationiren Punkte dieser Oskulanten sind die zehn Punkte eines Fiinf- 
seits mit den Seiten: 
12347, 12357 , 1245x , 1345 x 23457 

Bleibt p fest, so beschreibt nach 1 die Ebene km p die Kurve N°, die Ge- 
rade iklmt also eine Ebene Kurve dritter Klasse: N,°-7. Jeder Involution 
erster Stufe, Welche enthalten ist in der Fundamentalinvolution zWeiter Stufe 
von K,° entspricht eine Kurve N," 7. Da es 00° solche Involution erster Stufe 
innerhalb der fuandamentalen Involution gibt, so bilden die Kurven einen Biindel. 

Seien die Koordinaten der Tangenten von K,° proportional den Formen 
SS, 4, UNA sei f, eine Form, Welche einem Punkt von p ausserhalb x als 
| Beriihrform entspricht, r und s wieder die Kombinanten des Formensystems f 
| resp. seines apolaren Formenbiischels, so sind die Koordinaten der Geraden 
von N,°-r dargestellt durch : 

(4) po, = 14(r , A + 56, A)? 
Wobei fiir den Index è die Zahlen 0, 1, 2 zu nehmen sind. 

Die der Kombinante F zugeordnete singulire Gerade 2 der Ebene x ist 
nach $ 2 Achse der Kurve N°. Alle Kurven haben also die Gerade (F) als ge- 
meinsame Doppeltangente. Ausser dieser Doppeltangente haben je zWei Kurven 
. des Biindels fiinf Tangenten gemeinsam, die ein Quintupel der fundamentalen 
Involution reprisentieren. Je zWei Gerandenquintupel lassen sich durch eine 
Kurve N;5-x verbinden. 

Halten Wir nun den Punkt ), auf N° fest und betrachten den Biischel 
von Y, durch die Ebene x und den Punkt ), oder einen Biischel von biqua- 
dratisechen Formen, Welche mit ), Quintupel der fundamentalen Involution 
von K,° bilden. Die drei gemischten Oskulanten Rx : Ri, aa : Rò. a, die als 
erste Oskulanten der Oskulante Ri), aufzufassen sind, baben paarweise drei 
Infexionspuukte gemein, die auf der Geraden 12347 liegen. Die vier Osku- 
lanten RS), 3 Ra, o Ran, Ra, haben sechs Infexionspunkte gemeinsam, 
die die Ecken eines Vierseits sind, dessen Seiten eine Kurve 2-ter Klasse 
beschreiben, Wenn der Y, um den Raum g (der durch a und den Punkt ), 
bestimmt ist) sich dreht. Das ist aber die Kurve, welche dem bereits in 
$ 6, 3 bestimmten Kegelschnitt Q(a|}) dual entspricht und deren Gleichung 


Wir erhalten, Wenn Wir die x, durch «; und die Formen % durch die Formen 
MN ersetzen: 


0a aka, GATA, 
0. u DbA4+-Dd .- .bA +5, 
Ou Tit 0, 
Q(«|) = — 0 (fiir ), ist ) gesetzt) 
u 0 aX+a,... aid, 
u, 0 DbAHS-DdD,..: bA+d, 


pena Ap ont ONT 0, 





“erat a VO I TATA ee e e e RI OO Pg e da a ESS ". QudAoebe- 
L -a lv i eri i Ù ‘ 


Ve I I I 


, ” sia da eine Ti ti fà ll 
d x o 7 n'e <x fai 
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Die Kurve N°. zerfillt also, Wenn der Raum p durch einen Punkt ) von 
N? geht in die Kurve Q, (Wie Wir sie kurz bezeichnen Wollen) und den Punkt 
P,, in dem sich alle Geraden 23457 schneiden. Die Gleichung dieses Punktes 
erhalten Wir, Wenn Wir zWischen den Gleichungen 15 des $ 5 die Grossen 


pèù,0,0,0,0, eliminieren : 


42,8 
U, U, a, 
U, db, SAGA 
U, 6; c, 
P(u|)) = cero i) 
—)u RD 
0 4 5 


Mi, b'TISO 


a? SO PI PIERI 
Dem Kegelschnitt Q, sind alle Vierseite umbeschrieben, Welche mit Ge- 
raden durch den Punkt P, ein Fiinfseit der fandamentalen Involution der 
Quintik K,° bilden. 
Macht man die Gerade (F) zur Koordinatenseite u —=0,u, =0, so ist 
“ay durch p, p\° , d° durch p,p,° zu ersetzen. Wenn man dann noch die vierte 
Horizontalreihe von der 2ten subtrahiert, so erhilt man : 


du, + %, 0 0 0 





U Po D, Di, 
% Pi ; Ps 
P(u])) = i =' Cuneo 
—U, Ps PIO, :* 
U, CCA C, 
—_U, e e 


LI 


Man sieht also, dass in der Tat der Punkt P, auf der Geraden (F) 
liegt. 


$ 8. Korrespondenzen zwischen zwei Ebenen. 
1. Wir legen eine Ebene 7,, Welche die Kurve fiinfcer Klasse : 
(1) iu, iu =lo:f:Îa 
enthilt und eine Ebene x, mit der koniugierten Kurve fiinften Grades; 
(La) Co 3 5% PP Pb 


zu Grunde. 








Eine Gerade (v) in x, triigt im Allgemeinen einen einzigen Quadrisekan- 
tenraum Q. Legt man durch Q und 7, einen X,, so Wird dieser Y, die Normal- 
kurve ausser in den Kurvenpunkten von Q noch in einem Punkte mit dem 
Parameter y schneiden. Bedeutet Q(v|)) die mit den v; gerinderte Quadrise- 
kantenform des Netzes ? so ist der Pankt v dargestellt durch die lineare 
Form: 


(2) B=[Q(])) , fl 


Wenn f die Form irgend eines nicht auf (v) liegenden Punktes von x, be- 
deutet. Die Gerade (v) schneidet die Gerade ? der Ebene 7, (Gerade (F)) in 
einem Punkte P,, dessen Beriihrform leicht zu ermitteln ist. Die Form ()y)- QX 
gehort dem Netze an, ist also apolar zu der zu l geh6rigen Form: 


F ri 


| Daraus ergibt sich aber, dass p,p,° apolar ist zu Q, der zugehérige Punkt 
also im Quadrisekantenraum @ liegt. Da er gleichzeitig auf der Geraden 1 
liegt, so ist er mit dem Schnittpunkt von (v) und ? identisch (') Alle Gera- 
den (v), Welche / in demselben Punkt P, schneiden, liefern auf N° denselben 
Punkt y und alle Z, durch y und P, liefern die Gerade (v) durch P.,. 

Der Punkt P, ist iibrigens identisech mit dem im vorigen Paragraphen 
. bestimmten Punkt K,. Die ein-eindeutige Zuordnung zWischen den Punkten 
_ P, von / und den Punkten y der Normkurve oder der ebenen Kurve K® moòge 
durch E bezeichnet werden. Der Q und 7, enthaltende Y, schneidet nun die 
zWeite Ebene x, in einer Geraden (v’). Die von Conner (*) geometrisch stu- 
. dierte Korrespondenz T bedeutet die Korrespondenz zWischen den Geraden (v) 
und (v). Die Schnittform des XY, durch Q und 7, ist: 


Q-B, 
Wir kònnen also die Korrespondenz T durch die Gleichung darstellen : 


(3) Q-B= Vo L0 si v',, FE, CECA 


Zu bestimmten Verhiiltnissen der +; geliòren bestimmte Verbiiltnisse der +’, 
_ Ist dagegen die Gerade (v) in 7, gegeben, also ein bestimmtes Schnittquintupel 
auf C°, so kann fiinfmal durch vier Punkte des Quintupels auf N° ein X.(Q) 
gelegt Werden und jeder solcher Raum liefert eine Gerade (v) in 7,. Die Kor- 


— respondenz T ist also eine (5, 1) Korrespondenz. Die fiinf der Geraden (v’) 


(4) vgl. W. Stahl, Zur Erzeugung der ration. Raumkurve Math. Ann. 40, S. 37; Dis- 
 sert, S. 06. 
(2) a. a. O. S. 70. 
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durch T zugeordnete Geraden (v) bilden die Seiten des zum Quintupel 
Log, =0 


der Fundamentalevolution der Kurve K?® gehérigen Fiinfseits, dessen zehn 
Eckpunkte die stationîziren Punkte der gemischten kubischen Oskulanten der 
zehn Paare von Involutionsparameter sind. 

Jedem Raume p, der 7, enthèilt, entspricht ein Punkt (a) in 7,, dem Y,. 
Biischel durch (x) entsprieht der Geradenbiischel durch (x). Dreht sich die 
Gerade (v’) in 7, um den Punkt (x), so beschreibt die durch die Korrespon- 
denz T ihr zugeordnete Gerade (v) die Kerve N,°*-7,. 1 ist also eine kubische 
Korrespondenz. Um den analytischen Ausdruck fiir die Abhingigkeit der 
Kurve N,°-7, vom Punkte (a) in 7, zu erhalten, brauchen Wir nur das in $ 5 
entWickelte Rinderungsgesetz anzuWenden. Aus $ 7,3 folgt nàmlich mit biick- 
sicht auf die Formeln (14) des $ 5 folgende Darstellung fiir N,°-r,. Setzt man 


to, = AX+3BX° + 3014 + D, 
So Wird:z. B. fur —0% I 
A,= 5a,(r01) — 10a,(202) + 10a,(203) — 5a,(x04) + a (705) 
(4) 3B, = 100a,(x23) — a,}10(x03) + 50(x12)} + a,}5(x04) + 50(213){ 


— @,3(205) + 25(x14)t + 5a,(x15) 


30, = — 5(x04) 4- a,}(c04) + 25(x14)j — a,3 5(x15) + 50(724)| 
-| a,}10(x25) + 50(134)f — 104,735) 
D,= — a,(005) + 5a,(#15) — 10a,(225) + 100,(735) — 5a,(045). 


Die Ausdriicke fiir A,B,C,D,; A,B,C,D, erhàlt man, Wenn man a mit bd, 
resp. c vertauscht. f 

Liegt der Punkt (x) auf C° und kommt ihm der Parameter w& zu, oder 
setzt man: 


(d\° ist allgemein die Beriihrform eines nicht in 7, liegenden Punktes von p), 
so zerfillt die Kurve N,° x, in den Kegelschnitt 


Qu) = 0 
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und den Punkt 
P(v|u) = 0 
auf der Geraden ! (oder (F)) mit der Beriihrform 
Pub, =(F., B), Wo. B—(Q.f) 
(vgl. $$ 6, T und 8 Anfang), 


Wenn der Raum p eine Sehne von N° enthéilt, oder, Wass dasselbe besagt, 
Wenn der Punkt (x) in einen Doppelpunkt von C° fàllt, so besteht die Invo- 


_lution der Schnittgeraden durch (x) aus « neutralen » Punktepaar und einer 


Involution dritter Ordnung. 
Haben die Sehnenpunkte die Parameter w ,y und die drei iibrige Schnitt- 


punkte eines X, durch p mit N” die Parameter ),,),,),, so gehen die drei 


Geraden pyv),\,-+7 durch den -Schnittpunkt Z der Sehne (yy) mit 7,; dieser 
Punkt Z ist ein « zyklischer Punkt » ('), in bezug auf K5 mit der Eigenschaft, 


dass seine Beriihrform als Summe zWeier fiinfter Potenzen : 


Le.) + Ke (Av)° 


darstellbar ist (vgl. $ 1). 
Die Gerade p,),),-7 schneidet, Wie am Anfang des Paragraphen gezeigt 


. ist, die feste Geradé (F) in einem Punkt P, mit der Beriihrtorm p, p,° ; ebenso 
| sehneidet die Gerade y),,,),-7 die Gerade (F) in einem Punkt P, mit der Be- 
 riibrform pyp,. Dreht sich der Y, um p, so erhalten wir durch T im 7, drei 


Strahlenbiischel mit den Punkten Z, P, und P, als Zentren. 
Ein Doppelpunkt von C° in x, (resp. der  Strahlenbischel durch ihn) wird 


_ also durch die Transformation T dibergefiihrt in drei Strahlenbiischel, von denen 





zwei auf der Geraden (F) liegen, der dritte in dem dem Doppelpunkl entspre- 


_ chenden eyklischen Punkt Z fit. 


Da ©° sechs Doppelpunkte hat, so gibt es im Netze der Kurven N°-t, sechs 
Kurven, welche aus drei Punkten bestehen. 
Die Punkte P, und P, auf (F) jedes Doppelpunktes sind die dem Dop- 


| pelpunkt durch die Korrespondenz E zugeWiesenen Punkte. Die sechs zy- 
. klischen Punkte von K° werden spiiter eine weitere Rolle spielen. 


Unter den Geraden (v°) in x, ist die Gerade (F) ausgezeichnet, denn durch 
sie gehen co! Quadrisekantenriume. Nach $ 2 bilden diese Riume @ einen 
Kegel zweiten Grades. Der Geraden (F) in 7, entspricht also durch T ein 
Kegelschnitt. Das Schnittquadrupel eines Raumes Q durch (F) sei è. Durch Q 


(1) vgl. J. R. Comner, a. a. O. S. 69. 
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und 7, lisst sich ein X, legen, der N° in dem fiinften Punkt p schneidet. Fragen wir 
nun nach solchen XY, durch einen die Ebene 7, enthaltenden Y,, p. Einem p 
durch 7, entspricht in der Ebene x, ein Punkt (x); den Y, durch p entspre- 
chen Gerade durch (a). Ist f, die Form eines ausserhalb 7, gelegenen Punktes 


von p, so ist nach friiherem: 


pa; = (pi 33°. 


Da zunichst die Form dy apolar ist zu F = p,°, so haben wir drei Be- 
dingungsgleiechungen fiir die Koeffizienten von è. Ferner ist aber, wenn der 
Punkt (f,) mit Q, der Ebene 7, und dem Punkt w auf N° in einem È, liegen 
soll, f,= 4 und ey, d. h. die Form eines nicht auf (F) liegenden Punktes 
von T, apolar zu dy'-()p), also dy4\' und eye apolar zu è\'. Wir haben also 
fiinf Bedingungsgleichungen fiir die è, und die Elimination der Koeffizienten 
ergibt, wenn wir ) statt » einfiihren : 


Po D, Py Di P, 


D, RESA: 


I 


(5) Won 27 CP o 
Copa re 
di+d,. . d4X+ d 


Durch p gehen also in der Tat zwei Y,, welche einen Quadrisekanten- 
raum @Q durch (F) enthalten. Denkt man sich die viergliedrigen Determinanten 
(9;9+,0x di) ersetzt durch die mit x, gerànderten entsprechenden Determinanten 
des Netzes ©, so hat man in (5) den zu C° in 7, perspektivischen Strahlen- 
biischel zweiter Ordnung (!). 

Die Linie l in n, entspricht also durch die Transformation T in n. der 
perspektivische Kegelschnitt von C°. 

Symbolisch lisst sich die Gleichung (5) zunzichst folgendermassen dar- 
stellen : 

vale = po VIPAP AIA Add 0 
wenn: p°, ="p"4 = p°% isti 

Um Y durch Ueberschiebungen darzustellen, miissen wir ausgehen von 

der Kovariante 


di 
i=-AF—-4 
data 


wo AtT=<(F, F)).,t=.(F 3) bedeutet. (veli 209) 


(4) W. Stahl, Mat, Ann, 38 $. 555 und 579, 











309 161 Y 
* Non ist (vgl. Dissert. S. 38): 


, 77 nori , " , " . gl 3 
(pp PPP D'Ypad' ps ppap ju — ud) 


i Darans folgt: 


= afidi — È talea 


Fiihren wir aber die Fundamentalkombinanten von ed und db ein: 
1 pelegea i ei(edfotd 1, g' = (04) 


‘so ergibt sich aus: 
9 »69:? — (cd) c,3 d.3 3 4 \t 
i fu rx = (cd) e, dy od tz % (AU.) 


1 
8u° 8 == (cdf ec, di o di + 6! (È 
. folgender Ausdruck fiir Y : 


3 3 ì 
_ (6 y_—- RES IR YA I e NE E 
(6) (1,9) ni li) ae 
Die Gleichnng des Kegelschnitt8, der von den Strahlen des Biischels 4° 
umhiillt wird, erlhélt man durch Bildung der Diskriminante von VY. 














| 2. Zwischen der im 6. Paragraphen anfgestellten Form 0 (x))), die dem 
Punkte (x) in x,, resp. dem Raume p durch 7, zugeordnet ist und dem zu C° 
perspektivischen Strahlenbiisehel besteht nun ein bemerkenswerter Zusammen- 
hang. Seien p. und y die beiden Wurzeln von Y—=0 una è und 8 die beiden 
zugehoòrigen Quadrupel, so folgt aus der Apolaritit von 0 und (p)è{ einer- 
seits und © and (MY andererseits, dals anch die Form siebenter Ordnung 
nu zu è und die Form nyny zu 84) apolar ist. Daraus ergibt sich aber, 
dass die Form sechster Ordnung : 


n, 
Ru 


nun oder (0, Y) 


polar ist zu den beiden Quadrupeln è, und Yi, d. h. es ist bis auf einett’ 
Faktor : sr 

a 

«R (0, W° =F. 


j x 
Mo. 

È î, # 

AR 


| Folarisiert man also die Form @ nach den zwei Parametern der festeti 


ti 


| VOL, Lx. 21 


RI PI EA O TE 
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Punkte von C?, welche den durch (x) gehenden Strahlen des perspektivischen 
Biischels zweiter Ordnung zukommen, so erhilt man die Form F = py, zu der 
jener Biischel gehòrt oder der die singuliire Gerade 2 in der Ebene 7, ent- 
spricht. Diese Polare ist also apolar zu allen geraden Schnittformen %,. Daher 
wird auch die Gleichung der in $ 4 betrachteten Kurve dritter Ordnung D?: 


(22, Pa) ato = 0 


fiir jeden Wert ) identisch erfiillt sein. Alle Kurven D? durch die beiden festen 
Punkte p. und v con C° haben also die Schnittpunkte (y) der beiden durch die 
ersten Punkte gehenden und ihnen entsprechenden Strahlen des zu C° perspektivi- 
schen Biischels eweiter Ordnung gemein. (y) ist der neunte Grundpunkt des per- 
spektivischen Kurvenbiischels D*; die acht anderen Grnndpunkte sind die 
Punkte pw und y und die sechs Doppelpunkte von O°, 

Liegen die beiden Punkte p, y mit einem Doppelpunkt in einer Geraden g, 
die C° ausserdem noch in x schneidet, so zerfillt die D°, die durch x geht, 
in die Gerade g und einen Kegelsehnitt D? durch die sechs Doppelpunkte. 
Das Punktetripel 1, y, x enthélt aber drei Punktepaare und zu jedem Pupk- 
tepaar gehòrt ein Punkt (y); die zu den Paaren px und yx gehòrigen Punkte 
mogen (y°) und (y”) heissen. Die Punkte (y),(yY°), (y) liegen auf einem Kegel- 
schnitt. Die Kurvenpunkte wp, v, x der Geraden g liegen auf den Seiten des 
Dreiecks (Y), (Y) , (y), die gleichzeitig dem zu C° perpektivischen Strahlenbii- 
schel zweiter Ordnung angeh6ren. Da es durch die Doppelpunkte von 0°00' 
Gerade gibt, so ergibt sich (!): 

Dem durch fiinf Doppelpunkte von C° gelegten Kegelsehnitt konnen co! Dreiecke 
eingeschvieben werden, welche dem zu C° perspekivischen  Strahlenbiischel  ziceiter 
Ordnung umgeschrieben sind. 

Fallen zwei der Punkte p., y, %, z. B. pg und y zusammen, wird die Ge- 
rade g also zur Tangente, so fallt der Punkt (y) auf den perspektivischen 
Kegelsehnitt und die Gerade durch (y) und (y’) wird zu einer gemeinsamen 
Tangente der Kegelsehnitte D° und Y., Da nun durch einen Doppelpunkt von © 
vier Tangenten an die Kurve méglich sind, so gehòren zu jedem Doppelpunkt 
vier ausgezeichnete Punkte auf dem perspektivischen Kegelschnitt, die vier 
Schnittpunkte mit dem durch die fiinf ibrigen Doppelpunkte gelegten Kegel- 
schnitt D?. Wir haben also: 

Die Schnittpunkte des durch fiinf Doppelpunkte von C° gehenden Kegelsehnitts 
mit dem perspektivischen Kegelschnitt Y sind die vier Punkte auf Y, welche zu den 
Berihrungspunkten der vier von dem sechsten Doppelpunkt an C? gezogenen Tan- 
genten perspektiv liegen, 


(4) Stah]1, Math, Ann. 38, è, a, O, 8, 584, ; 








_gehenden T 
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Ein ganz entsprechender Satz gilt von den vier gemeinsamen Tangenten 
der Kurven Y_ und D?: 

Die gemeinsamen Tangenten von W und D° liegen perspektiv <u dem fiinften 
Schnittpunkten der vier Tangenten des vorigen Satzes mit der Quintik. 

Es gibt oo°, d. lh. ein Netz von rationalen Kurven fiinfter Ordnung, 
welche sechs gegebene Punkte zu Doppelpunkten haben; denn eine allge- 
meine C° ist durch 20 Punkte bestimmt und da jeder Punkt als Doppelpunkt 
drei lineare Bedingungen absorbiert, so sind ausser den sechs Doppelpunkten 
noch zwei Punkte willkiirlich zu wihlen, damit die Kurve festgelegt ist. Die 
sechs durch je fiinf Doppelpunkte gelegten Kegelschnitte stellen bekanntlich (!) 
die Jakobische (oder Hessesche) Kurve des Netzes dar. 


3. Die vorstehende Betrachtung liissf sich  sofort auf den qdualen Fall 
tibertragen. Jeder Punkt (y) der Ebene 7, bestimmt durch die von ihm aus, 


, von N° oder die fiinf Tangenten an K° ein Quintupel der Fun- 


‘damentalinvolution von 0° in der Ebene 7,. Jeder Raum durch 7, enthàlt 
eine Gerade s, die in vier T, von N enthalten ist (vgl. $ 2). Diese Gerade s 


schneidet 7, in einem Puukt (a), dem ein Beriihrquintupel von N° entsprieht, 
also ein Punkt (y) in 7,. Umgekehrt entsprechen einem Punkt (y) fiinf 
Punkte (x). Diese fiinf, dem Punkte (y) zugcordneten Punkte, bilden die Eck- 
punkte des zum Quintupel 


9 
4 


di Yi 


i—-0 


der fundamentalen Involution der Kurve CU? gelorigen Fiinfecks, dessen zebn 


Seiten die Wemdetangenten der gemischten kubischen Oskulanten der zehn 


Paare von Involutionsparametern sind. 





Wenn der Pubkt (y) lings einer geraden Linie n sich bewegt, so be- 


TU 


Schreibt der korrespondierende Pnukt (x) eine rationale kubische Kurve N... 


Diese Kurven befinden sich in einem zweifach ausgedelnten linearen System 


und haben den Punkt (®) zum gemeinsam Doppelpunkt. 
Wenn ein Tangente von K° in ) ist, so zerfillt die kubische Kurve Ty 


in die Gerade 


di x; %, 
i, ‘ È 
q, Po . 4 
| | AN DS Vi 
P(xj)) == via 0 
i — CA, CIA a ci 
- A; Bata, 


i — xx, O RITSST te 





(4) vgl. Cremona, £inleitung in die Theorie der algebr. Kurven, Greifswald 1865. 
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und den Stahlschen Kegelsehnitt Q(x|)), dessen Gleichung bereits  friibher 





($ 6, 8) aufgestellt wurde. 
Wenn 7 eine Doppeltangenten von K? ist, so transformiert sie sich durch 
T in drei Geraden, zwei Geraden P, und P, durch (P) und einer zyklischen 


(feraden etc. 


$ 9. Einige kovariante Raumgebilde und die Korrespondenz U. 


1. Nach $ 4, 2 bilden die Bisekanten der N° eine dreidimensionale Man- 
nigfaltigkeit G von der Ordnung 6. Die Kurve Gp, in der dieses Gebilde einen 
taum p scehneidet, lisst sich nach è 7 auffassen als Ort der stationiren Punkte 
aller ersten Oskulanten der Raumku.ve fiiufter Klasse K°,. Heisst die Darstel- 


lung von K?: 
CRA Re 


und setzt man die Beriihrform eines Raumpunktes (x): 


TL 


SRTLAT Aia. è 7 See 
DI VCS TGA 


so Jauten die Gleichungen von G-p 


È È, È, 3 

(1) dual fan 
| 
| & 
| RAT Sy 


Ein Y, durch p sehneidet N° In fiinf Puvkten 1, 2, 3,4, 5. Jede Verbindungs- 
gerade zweier Punhte dieses Quintupels schneidet pin einem Punkte von G.p. 
Die Ebene durch je drei solecher Punkte ist nach den friiheren Entwickelun: 


gen Schmiegungsebene der Kurve dritter Klasse : 
pu; = 14(1;f) + 56,5 


Die Kurve G-p sechster Ordnung lasst also oo! eingeschriebener Piinfflache 2u, 
deren Ebenen Schmiegungsebenen der Normkurve N} sind (4). 

Jede Trisekantenlinie von G-p ist die Spur einer Trisckantenebene der 
Normkurve N°. Jeder Y, durch p entbilt zehn Trisckantenebenen durch die 
zehu Tripel des Quintupels 1, 2, 3, 4, 5. Die Gesamtheit der Trisekanten 


von G-p oder der singultiren Linien /, welche in einer Trisckantenebene von 





(') vgl. J, R. Conner, a. a, O. S. 66, 
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ti 
i » liegen, bildet eine Regelfliche R, die nach dem bisherigen einfach zu be- 
| ‘stimmen ist. Die Erzeugenden von R haben in Bezug auf die Kurve N° die 
| Bedeutung von Achsen. Sind die Formen Y als dritte Polaren einer Form 

È = ny darzustellen, so lautet die Gleichung fiir die zu einer solchen Achse 
| gehòrigen Parameter p, y 


STI 


(an V(an (ana nY(nT('RP  nn n °, — 


ta 
Li 


(2) SIRO 1 
= III — 7 SuSy(pv)? + si G(uv)' = 0 (vgl. $ 2, 6) 


i 1 
4 (3) et v sagb 78% 8 (pv)? SE Tp == 


Diese Gleichung driickt in der Tat aus, dass die zur Achse (p,v) gehorige 
extik : 


F=nymné 












sitzt. 

Wir kénnen aber die Gleichung der Regelfltiche R auch direkt erhalten. 
Sei eine Ebene («) in p gegeben. Zu ihr gehòrt ein Formennetz %, welches 
den durch 9, und %, bestimmten zu den f; apolaren Biischel enthélt und ein 
apolares Formennetz f. Sei %, eine dritte (linear unaahîingige) Form des ers- 
jJeren Netzes. so haben wir: 


GU; == (Fi , £,)° 


L |ua,1,0;| = t|2m4n0] 


unter Voraussetzung der oben ($ 1) eingefiihrten Terminologie. Dem Netze % 
ist die apolare Sextik: 

F=py 

zugeordnet, die vermòge jener Substitutionen in den « vom zweiten Grade 
ist und abgekiirzt F(«°|\°) genannt werden kann. Dann stellt die Ratalekti- 
kaute, die in den « vom achten Grade ist, die linke Seite der Gleichung der 
fraglichen Kegelfliche in ebenen Koordinate en dar : 


Fip 0: 


Die Geraden cines Raumes p, die auf Trisekantenebenen von N° liegen oder 


ST. Per 21° Ti 


| oder mit Finfiihrung der Elementarkombinanten des Systems der Y ($ 2, 15): 





als Summe dreier Potenzen darstellbar ist oder eine kubische Apolare be 





bal Sl il 


da, l di din hi ada “o 
pe 3 « 
Y 
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die Triseckanten der Kurve sechter Ordnung Gp beschreiben also eine Regelflciche 
achter Ordnung und achter Klasse, welche die Kurve G-p, als dreifache Kurve hat. 

Nach der Zeuthenschen Formel fiir den Grad (m) der Fliiche der dreifachen 
Sekanten einer Ramkurv n-ter Ordnung (‘) hat die Kurve G-p sieben seheinbare 
Doppelpunkte. Durch jeden Punkt von p gibt es also sieben Gerade, welehe Bi- 
sekanten von N° treffen. G-p hat daher das Geschlecht 3. 

Setzt man in (2) pw =y, so ergibt sich: 

Es gibt acht Erzeugende der Regelfliiche R welche gleichzeitig Tangenten von 
von N° sind, oder die Regelfltiche R hat mit der Abwickelbaren von N, acht 
Erzeugende gemein, deren Parameter die Wurzeln der Kovariante IL (resp. r) sind. 


2. Sei nun wieder eine die Kurve K? enthaltende Ebene 7, gegeben, so 
bestimmt die Regelflziche R,, die zu einem durch 7, gehenden Raum p gehòtt, 
in 7, eine Kurve achter Ordnung R,-7,. Die Bedeutung dieser, dem Netze 
van Riumen pg zugeordneten Kurven fiir die Kurve fiinfter Klasse K? erhellt 
aus den Betrachtungen des $ 7. Ein Y, durch p bestimmt auf N? die Punkte 
1, 2, 3, 4, 5, eines Quintupels der fundamentalen Involution von K°. 
Die Geraden iXlmr beschreiben die Kurve dritter Klasse N,°-7, wenn der 
Y, durch p alle lagen durehliuft. Die zehn Eckpunkte iklz des durch ein 
solches Quintupel bestimmten Fiinfseits sind die stationîiren Punkte der zehn 
gemischten kubischen Oskulanten R,,,\, ; diese Eckpunkte beschreiben, wenn das 
Quintupel einen Biischel der fundamentalen Involution von K° durchliuft, die 
Kurve R,-7,. In jeder Ebene gibt es oo Kurven R,-7, Durch zwei Punkte 
(2) und. (y) geht eine solehe Kurve. Denn durch (x) und (y) gibt. es je eine 


Tripelsekantenebene 7, ad ,; durch 7, und 7,, ebenso durch 7, und 7, 


40 


geht eine Y,; beide Y, schneiden sich in einem Raum p, dem eine Kurve 
Rot, zugeordnet ist. 

Die Bedentung der sechs zyklischen Punkte von K? oder der sechs Seh- 
nentreffpunkte auf 7, fiir R,-7, ergibt sich aus der Tatsache, dass G-p drei- 
fache Kurve von R, ist. Die sechs cyklischen Punkte von K° sind dreifache 


Punkte fiir alle Kurven des Netzes RT. 


4 


3. Die Korrespondenz U ist die Korrespondenz zwischen einem Punkte 
(y) der Ebene 7, und der Geraden (wu) der Ebene x,, welche mit 7, und der 
Trisekantenebene von (y) in einem È, liegt. Jedem Punkt (y) von 7, entspricht 
eine Gerade («) in 7, weil (y) eine Trisekantenebene trigt und durch diese 
Ebene und 7, ein X, gelegt werden kann. Die Beriihrform des Punktes (y) 
heisse n°, dann ist die Schnittform des («) enthalten den X,: 


In: (ad)ja) (ja 





(1) vgl. Annali di mat. (2), 3, 1870. Es ist. 





Mali) 


REERI p RSONe) (I pae 
Mm (n .(1 G 


wo h die Zahl der scheinb, Doppelp. 





lita n si A i i A SITL de 


La 





X 167 ) 
wenn ay und dy° zwei Formen des Netzes f bedeuten, welche von nm linear 
unabhiéngig sind und j, die kubische Apolare von n? ist. Die Korrespondenz 
U kann also dargestellt werden durch : 


In(abYja)(jDdPayby = UD, + UP, He UnPs. 


Jeder Geraden (v) in 7, sind zehn Punkte (y) in 7, zugeordnet, niimlich die 
zehn Eckpunkte des dem Schnitt quintupel von (v) auf C° zugeoraneten Fiin f- 
seits oder die zehn Schnittpunkte der der Geraden («) vermoòge der Korres- 
«pondenz T zugewiesenen Geraden (v). Die Korrespondenz U ist also eine 
(10, 1) Korrespondenz. Ihre Ordnung erhellt aus den oben stehenden Entwi- 
ckelungen unmittelbar. Dreht sich nimlich (v) um einen Punkt (x) der Ebene 
T., so beschreiben die Punkte (y) die Kurve achter Ordnung R,-7, (p ent- 
spricht (x) nach Maassgabe der friiheren Paragraphen). Die Korrespondenz U 
ist also von der achten Ordnung. 


4. Schneidet der Raum p N° im Punkte 1, so zerfillt bekanntlich die 
Kubik N°-7, in einen Pankt P, auf (F) und einen Kegelschnitt Q. Bewegt 
Sich der Punkt w anf der Kurve N?, so erhalten wir in 7, alle Punkte von 
(F) und einen Kegelsehnittbiischel vierter Ordnung, dessen Individuen (F) als 


gemeinsame Tangente Laben. Die Kurven N}, haben mit einem Kegel- 
Schnitt Q ausser (F) vier Tangenten gemein, welche mit elner Geraden durch Pi 
‘eine Fiinf seit der Fandamentalinvolution bilden. Die Schnittpunkte des Tan- 
3 
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Kurven 0° haben die Ecken des D.eiecks gemein, dessen Seiten die gemein- 


gentenquadrupels von Q erzeugen eine Kurve dritter Ordnung C,. Zwei dieser 
Samen Tangenten der zugehbOrigen Kegelschnitte Q sind und folglich noch 
Sechs Punkte. Das sind aber die sechs eyklischen Punkte in bezug ant K°, 
Man sieht niinlich unmittelbar, dass die Ebene 7, mit dem Punkt #w von N° 
unil den Punkten p'V einer x, treffenden Bisekante in einem Y, liegen und 
folglich der zur Seln (p’y) gehòrige zyklische Punkt auf Cp' liegt. 

Die Kurre Rp-r, cerfiillt also in unserem Falle in eine Kurve dritter Ord 

mune durch die cyklischen Punkte Z una eine Kurve fiinfter Ordnung, welche 
die cyklischen Punkte von K? zu Doppelpunkten hat. 
Nach $ 4 erhilt man die Gleiechung der C*, wenn man die A polare dritter 
Ordnung der Beriihrform des Punktes (x) in x, mit «; und v; rindert, wobei 
(«) und (v) zwei sich in (x) schneillende Geraden vorsellen oder wenn man die 
Koeftizienten di dieser Form dy durch die Determinanten : 


Up (074 | 
TA ARS | aa ba, +04, 
U v C; | 





= Pd ge ara e 
<P RT LIA 7 
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ersetzt. Wir haben also zu bilden : 


J Sototh,t+fota J Sa. 


Mit den in der Dissertation ($ 5, S. 31) eingefiihrten Rezeichnungen erhalten 


wir daher fiir die Gleichung der C,° 


Wp * ein + &yÎa + 30 0%, AJ oi + Sari Af.So 
(4) i 3a 0%, AfS 3 Fi ZU, AfsJ 0 


+ 8a}, Aff, + 3x0, AfT.,=0 


wo 
o UERITAI, 
Aff iti NE 19 tara pl , ha 


gesetzt ist. 

Durch jeden Punkt (x) der Ebene gehen drei Kurven entsprecliend deti 
drei Schnittpunkten der Trisekantenebene von N® durch (a). Die Kurve C,°. 
kann in Beziehung zu N° auch angesehen werden als Schnitt derjenigen vier- 
dimensionalen Kegelflîiche mit 7,, welche von allen durch den festen Kur- 
venpunkt pw gehenden Trisekantenebene gebildet wird. Die Punkte von C,° 
haben weiter die Eigenschaft, dass das Tangeutenquadrupel von ibnen an did 
erste Oskulante R,° harmonisch ist. Es mòge im Anschluss an diese Bemerkung 
die verwandte Kurve zweiter Ordnung angefiihrt werden als Ort der Punkte, 
von denen ein aequianharmonisches Tangentenquadrupel an die erste Oskulante 
R,° geht. Sie hat die Gleichung : 


inn teint tip + 200 2A 


Beide Kurven sehneiden sich in sechs Punkten, den sechs stationirren Punk- 
ten der Oskulante. Die Oskulante selbst hat in Punktkoordinaten die Glei- 


chung : 
DLP 6;° — 0 (4). 
Die Gleichung der Kurve fiinfter Ordnung 0,8, welche 0, zu einer Kurve des 


Netzes R.,-7, ergtnzt, erhilt man durch Aufstellung der Form des Punktpaa: 
res, in welchem der Y*' durch 7, und das Punkttripel jp, der Trisekantene- 


bene N* ausserdem noch schneidet, 


(') Andere kovariante Kurven, die mit den Kovarianten der Form Yf;x; in Bezienung ste- 
. hen, sind nach $ 12 der Dissertation leicht aufzustellen. 
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Nach $ 2, 1 erbàlt man: 


SOLA (MARE RETRO da SI 
(5) (ab)(aj)(bjYandu = (191 — n (7) Cr 00 PORCA ve 


m11D 


(SP) dUg: 


3 DARA SE 
cv? 39900 uh a = 0. 

Zunzichst stellt diese Gleichung, im fiinfdimensionalen Raum gedeutet, 
cine Kegelfliiche sechster Ordnung mit der Geraden (/,/,) als Achse dar; sie 
ist der Ort der Punkte, deren Trisekantenebene mit der Geraden (f,/,) und 
dem Punkt X auf N° ineinem £, gelegen ist. Liegt nun aber (f,,) in der Ebene 
T, = T,, sO schneidet diese vierdimensionale Fliiche diese Ebene ausser in 
ff, in einer Kurve fiinfter Ordnung, und das ist die gesuchte Kurve. 

Setzt man fiir j den Ausdruck (4) in (5) ein, so muss also die Gleichung 
(5) x, als Faktor enthalten, d. h. alle Glieder, welche an «, frei sind, miissen 
verschwinden, wie man auch durch eine etwas umstindliche Rechnung direkt 
zeigen kann. 

Wie (5) zeigt, gehen durch jeden Punkt der Ebere zwei Kurven der 
Schar Oy. Durch zwei Punkte geht eine Kurve. Die Schar O)? ist also identisch 
mit dem Netz rationaler Kurven fiinfter Ordnung, welche die sechs ceycklishen 
Punkte Z, (in Bezug auf K?) zn Doppelpunkten haben. 

Die Diskriminante der Form (5) gleiech Null gesetzt reprisentiert eine 
Kurve 10. Ordnung, den Ort der Inflexionspunkte der Kuspidaloskulanten dritter 
Klasse (Oskulanten dritter Klasse mit Riickkehrpunkt); sie hat die zykli. 
schen Punkte zu vierfachen Punkten. Denn zwei Inflexionspunkte der mit 
zwei Parametern jy, genommenen Okulanten Ri) da fallen zusammen. Die Dis. 


kriminante der Wendeform der Oskulante : 
O=tt0)? 


‘verschwindet und damit fallen auch die beiden Beriihrangspunkte der Dop: 
peltangente von Lpga zusammen in den Riickkehrpunkt der Kurve. 


i Wendet man die Transformation U auf die Kurve 10. Ordnung an, so 
 erhélt man G° als Klassenkurve. 


5. Fiir einen Doppelpunkt von 0°, dem die Parameter |.,y zukommen, zer- 
fallt N,°-7, in zwei Punkte Eu und P,, auf der Geraden (F) mit den Beriihr- 


formen py, py und Py, DI und einen cyklischen Punkt Z,. Sind \,,,}, die drei 


Weiteren Sehnittpunkte eines durch 7, und die Bisekante (y,y,) gehenden X, 
AA 


dad T zwei Gerade durch P 


mit N°, so sind ),,,},t&,T und ,,,Y,7 


> 
; und bi, , und 


Vi 


Axpy,î (i,k==1,2,3) drei Gerade durch Z,. Dreht sich der Z, um p, so 
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erhalten wir zwèi projektivische Strahlenbiischel durch P.,, und P,, und einé 


Strahleninvolution dritter Ordnung durch Z,. 

Die zusammengehéòrigen, d. h. einem #,y enthaltenden Quintupel der Fun- 
damentalinvolution von K? entsprechenden fiinf Strahlen werden auch als die 
fiinf von den Punkten P,P,Z, an eine Kubik N,°-m, gezogenen (von (F) ver- 
schiedenen) Tangenten erhalten. 

Die zugehòrigen Strahlenpaare durch Pi und Lf erzeugen nun einen 


Kegelschnitt A,, welcher durch P, und P, hindurchgeht; er ist ein Teil 
PA Vi 


der durch die Korrespondenz U dem Doppelpunkt (p.,y,) zugeordneten Kurve 
R, ©. Seien p,v, Parameter eines anderen Doppelpunktes von C°, dem in 7, 
der cyklische Punkt Z, entspricht, so liegen im Y. die beiden Sehnen (pv, 


und (4,v,) mit 7, in einem £, (der N° noch in einem weiteren Punkt scehnei- 
det). Daraus folgt aber, dass zwei zugehòrige Strahlen durch Là und Laga ge- 


hen, die sich in Z, sehneiden. 


2 

Der Kegelschnitt A, geht also durch alle cyklischen Punkte Z, ausgenommen 
Z,, oder: 

Der Kegelschnitt durch fiinf in bezug auf K® cyklische Punkte geht durch 
diejnigen beiden Punkte der Geraden (F), welche in der Korrespondenz EB dem 
Doppelpunkt von C? entspricht, der zu dem sechsten eyklischen Punkt gehòrt. 

Mit anderen Worten: 

Ein eyklischer Punkt Z und die beiden Schnittpunkte der Geraden (F) mit 
dem Kegelsehnitt A, durch die fiinf iibrigen eyklischen Punkte bilden eine zerfallende 
Kurve des Netzes N° .t,. 


$ 10. Das Netz rationaler Kubiken mit gemeinsamen Doppelement 
und die Jakobische Kurve. 


1. Wir kehren zu dem Netz N°. der rationalen Kurven dritter Klasse 
zuriick, welche die Gerade (F) als gemeinsame Doppeltungente haben. Jedem 
dreidimensionalen Raum p durch x, War eine Netzkurve geordnet, und zwar 
erhilt man die erzeugenden Tangenten dieser Kurven, wenn man durch p den 
Biischel von È, legt und die X, durch die fiinf Panktquadrupel, die in den 
Schnittquintupeln jener X, mit N° enthalten sind, mit der Ebene 7, zum Schmitt 
bringt. 

Bemerkenswert ist die Jakobische (Hessesche) Kurve sechster Klasse unseres 
Netzes. Nach allgemeinen Szitzen (') ist diese Kurve der Ort der Geraden, 
deren lineare Polaren fiir das Netz eine gemeinsame Tangente haben oder der 





(') vgl. Clebsch- Lindemann, Geometrie, I, S, 380 ff. 
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Ort der Doppeltangenten der Netzk"rven. Sie hat die Gerade (F) als fiinffache 
Tangente (‘), ist also rational (?). 

Als Doppeltangenten von N,°-x, kommen ausser der ausgezeichneten Ge- 
raden (F) die gemeinsamen Tangenten der zerfallenden Netzkurven in betracht, 
also die von (F) verschiedenen Tangenten der auf (1) liegenden Punkte an den 
iln zu einem Netzkurve erginzenden Kegelschnitt Qu, sowie die zwé6lf Ver- 


bindungslinten der sechs zyklischen Punkte Z mit den entsprechenden 


uv) 
Punktepaaren P, und P, auf (F). Da der Fall der drei Punkte eine Speziali 
sierang des Falles der Ellipse und des Punktes ist, indem die Ellipse Q 
weiter zerfàllt in den cyklischen Punkt Z und den Punkt P,, so kann die 
Jakobische Kurve J aufgefasst werden als Ort der Tungenten von den Punkten 
der Geraden (F) an die entsprech nden Kegelsehnitte Q. Da (F) ein fiinffiche 
Tangente an die Sextik ist, so lassen sich von P, ausser diesen beiden Tan- 
gentenkeine weiteren Tangenten zichen. 

Die Gleichung der Sextik in Linienkoordinaten erhélt man durch Elimi. 
nation des Parameters w zwischen den Gleiechungen 


(1) Pop) 0 Q(elp) = 0. 


Legt man nun der Einfachheit halber die Koordinatenpunkte v,=0, v,=20 
auf die Gerade (F). zu der die Form F_=p\° gehòrt, so gehen die Gleichungen (1) 
iiber in: 


P(op)=po +0, =0 
Vo Vi i e (7 ARCER ‘5 dini sad 


ae ep, 








: PR na 7 DIS —_ 
(2) Qep) = | ®, Di dpr prep =0 
/ >» Ca LI CI 
EP e Te Ai Cir È, 
4 | o Ino 
VIUSS Oi Go na Cl bg 





Die Elimination von p. ergibt fiir die Jakobische Kurve die Gleichung : 


2 / LI SAID 4 / hl ea b) 
U Pol, i RI: RIO UE re i AI 
# 
OUR ee nia Pt Pt 
(3) fi vi PIP Po 0 
UV, Ino OA CA ae POT) 
V,Ug OVE, 





(4) a, a. O. S. 383. vgl. anch Cremona, Einleitung, S. 130-135 f. 

(*) Eine rationale Sextik ist durch drei Schnittformen sechster Ordnung und vier apolare 
linear unabhingige Formen charakterisiert. Sind diese 4 Formen Polaren einer Form 9. Ord- 
nung, so hat die Kurve einen 5 fachen Punkt. Jede Form.9, Ordnung hat eine apolare Quintik, 


ei n MR e ene è n O NO0 
I , > ; 5 





Man sieht aus der Form dieser Gleichung unmittelbar, dass die Gerade 
0 fiinftfache Tangente ist: denn v, kommt nur in der ersten Po- 


ve =" ape 


0 1 
tenz Vor. 


2. Bekanntlich erhalten wir dann zerfallende Kurven in dem Kurvennetz, 
wen der Raum gp einen Punkt p der Normkurve N° enthilt. Da jeder Punkt 
eines Quintupels auf einem durch p gehenden , als Punkt p angesehen 
werden kann, so gehòren zu jedem Quintupel fiinf Kegelschnitte Q und fiinf 
entsprechende Punkte P. Die X, durch je vier Punkte des Quintupels liefern 
auf x, fiinf gerade Linien; jede Linie kann als Strahl durch Py angesehen 
werden, der ergiinzende Kegelschnitt Q ist dann eindeutig bestimmt durch die 
iibrigen vier Geraden ‘und die Ga le (F) als Tangenten. 

Unter den Quintupeln, die ; gemeinsam baben, finden sich nun zwei 
ausgezeichnete, welche je einen Quadrisekantenraam durch (F) enthalten ; 
wiihrend der Quadrisekantenraum des einen Quintupels 0, den Punkt p als 
den einen Schnittpunkt mit N° hat, schneidet der Quadrisekantenraum der 
anderen Quintupels 9, N°in den von w verschiedenen Punkten. Nennen wir X 
einen von p verschiedenen Schuittpunkt des Y, durch (F) mit N°, im Quin- 


tupel @,, so haben wir als Form der ): 


INZ/ #1\2 , II\D , LÀ nà II I (I 3 p 
(4) (pe'Y(Pp")( PP") PuD'uD'aPr Dadi — 70 lub) sie 


Das ist bekanntlieh (*) die kubiche Apolare zu pypy: Man konstruiert die 
Pankte derselben, indem man durch Py die Trisekantenebene zieht und durch 
sie und (F) den £, legt, der XY, durch diesen Raum und 7, schneidet N? in 
dem liinften Punkt des Quintupels %,. 

Nennen wir im zweiten Quintupel %, einen Punkt des Quadrisekanten- 
raumes durch (F) ), so haben wir fiir die Verbindungsform &y' der ). welche 


zu F=pi und zu cgey apolar ist, die Determinantendarstellung : 


1 —. XV —x 
Do 7 ; P, 
I) ln P, ° > ne 
Di : . Da 








ol + e, 3 . GT 


(4) j\° und 4? sind die friiher ($ 1, 6) cingefihrten Kovarianten der Sextik. 
(3) vgl. Dissertation, S. 38, 
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| oder, von einem Faktor abgesehen ; 
dx = (ppY(pp°Y(P PD") Popper ppip' 


{Von den vier Tangenten an Q, des Quintupels 9, fallt eine mit der Geraden 
(F) zusammen. Das Quintupel 9, liefert einen mit (F) koinzidierenden Strahl 
des Strahlenbiischels durch P,. Der Tangente von P, an den Kegelschnitt Qu 
“entspricht auf der Normkurve ein Quintupel %,, das in » einen Doppelpunkt 
. hat. Die drei ibrigen Punkte dieses Quintupels haben die Form: 


(5a) i = (ab)(ac)(be) a,b Ecuardbier 
oder 
(55) dî = (pp)°( pe) p'0) pu'p' ew Pa Pro 


(j\ ist die zu den drei Formen 


2h,.3 2h.3 21.8 
andy A Lo s Cu Ì 


apolare Form) 

Die Jakobische Kurve des Netzes N,°-m, ist also (in Be.iehung zur Norm- 
kurve) der Ort der Geraden, deren Quadrisekantenriume mit der Tangente in ei- 
nem der Sekantenpunkte in einem X, durch n, liegen. 

Es gibt nun bekanntlich acht beriithrende Quadrisekantenràume durch (F), 
deren Beriihrangspunkte durch die Hessesche Form : 


H=(pppi' pi 


gegeben sind. 

J hat also acht ausgezeichnete Tangenten, die gu einem solchen Fiinfseit der 
fundamentaten Involution gehòren, dessen eine Seite mit (F) zusammenfaltt. 

Diesen Tangenten entsprechen acht Kegelschnitte Q. 

Die achtzehu gemeinsamen Tangenten der Kurve J und einer Netzkurve 
Setzen sich zusammen aus der zehnfach zihlenden Geraden (F) und den acht 
den Doppelpunkten der durch p bestimmten Fundamentalinvolution 1. Stufe 
‘entsprechenden Tangenten. Diese Doppelpunkte sind aber durch die Kova- 
riante : 


von) 


dargestellt (vgl. $ 6, 1). Den acht von dem Punkte (a) an die O° in der Ebene 
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n, ausgehenden Tangenten (die man durch Rinderung von r mit den x; erhiitt) 
entsprechen durch T (neben anderen Geraden) die acht von (F) verschiedenen 
gemeinsamen Tangenten von J mit N} -ty. 

Diese acht Tangenten selbst erhilt man, wenn man in 


P(p.]a) = 0 


fiir X die Wurzeln von r—= 0 substituiert. 

Ebenso lassen sich die gemeinsamen 'Tangenten von J mit einem Kegel 
schnitt Q, unschwer feststellen. Denn zunichst haben beide Kurven die Ge- 
rade (F) fiinffach gemein. Dann gibt es ein Quiutupel £, mit p als Doppel- 
punkt, das in 7, eine weitere gemeinsame Tangente liefert. Im quaterniren 
Biischel, das mit dem Punkt » ein quintires Biischel der Fundamentalinvolu- 
tion (von K?) bestimmt, gibt es aber entsprechend der Ordnung der Hesseschen 
Form sechs Quadrupel mit Doppelpunkten ; jedes Quadrupel gibt Anlass zu 
einer Tangente in 7,, die J und Q, gemeinsam ist. Damit sind in der Tat 
die zw6lf gemeinsamen Tangenten von J und Q,y konstatiert. Der Punkt (x) in 
liegt in diesem Falle auf C°. 

Die Doppelpunkte der Quintupel der Fundamentalinvolution geben noch 
zu einigen Bemerkungen Anlass, die ankniipfen an $ 9, 4. Bezeichnen wir die 
drei einfachen Punkte eines solchen Quintupels %, mit p als Doppelpunkt mit 
X,},), oder kurz mit 1,.2, 3 so hat die reine kubische Oskulante Ri, die In- 


flexionspunkte p°1-.7, pî2-7 , w°3-7, die paarweise sich verbinden lassen 
durch die Geraden p°12.7, p°13.7, p°23-7. Die kubische Oskulante R*,), hat 
einen Inflexionspunkt in 123.7 und einen Riickkehrpunkt in p*12-x mit der 
Riickkehrtangente p.°12-7. Wir haben also z. B. die Sàitze : 


Die Diskriminante der Form Q(u|\) 4. Grades in ) uud 2. Ordnung in 
stellt —=0 gesetzt, eine Kurve 12. Klasse dar als Ort der Seiten der Inflexions- 
dreiecke aller reinen kubischen Oskulanten von K® oder als Ort der Riikkehrtan- 
genten der gemischten Kkubischen Kuspidaloskulanten. Die Jakobische Kurve J des 
kubischen Kurvennetzes kann angesehen werden als Ort der Verbindungslinien der 
Inflevionspunkte mit den Riikkehrpunkten aller Oskulanten dritter Klasse und 
dritter Ordnung von K°. 


3. Wir wollen jetzt die Gleichung (3) der Jakobischen Rurve noch dahin 
vereinfachen, dass wir einen der zyklischen Punkte Z als Koordinateneckpunkt 


nehmen; es wird dann: 


f=0è== (1) + 0(Av)°. 





Viny 
x 


i È Die Gleichung (3) geht dann nach geringer Vereinfachung iiber in ! 


Pp 30, TP do 














i Vo Po, -P% : 
3 Vo, Vin AC POP 
Vo Pat, —Ps% Po, Po 
Me JI 20 
vv v 
v. — 4 1 ate e dee 
2 opto, I È 
fr bv® Pot, 1 —y Vv —Y 
UM-b®,; 
sl DI 1 i e 
Wo a= as b== — —— gesetzt ist. 
Ai i Giu — v) 


Setzt man vp + 0, = 0, so wird J erfiillt mit v,=0. Man sieht also 
w eder, dass die Jakobische Kurve von den 12 Verbindungslinien der eykli- 
‘scl en Punkte Z mit den Punkten P, und P, beriihrt wird. 

Dreieck WaPrP, als Koordinatendreieck wiilhlen, J also auf eine in drei Punkte 
erfallende Netzkurve als Koordinatendaeieck bezichen. Den bviden Geraden 


. Eine weitere Vereinfachung der Gleichung (4) tritt ein, wenn wir das 
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gagewiesen und f, kann also auf die Form: 


- 
ca 


AS 


ev=X+1 9 


- 


deg) i 


Re Aa 


Ì acht werden. Bei geringer Reduktion geht der Ausdruck J iiber in die 
gliedrige Determinante. 


sa 


te” 


2 n Pi, 6 soda E Pe vie 
Ùo vi Po, P%,) v, v( P30, D,%,) PoU, > Pio Pado >» Ps Pao 
MN O T__ 2 2 2,2 
5). Je Vo v( PW PV), O PU PV) U, 0 PO, Pad 3 PV Po pari 
pr vv, pe, Pt) po, — viti , Pa —PÙ vp 
x 0 Val PO, —P3%o 1 VA PP ol, > Pa Pio è PP 


Es interessieren nun die Beriihrungspunkte der fiinffachen Tangente det 

Jakobischen Kurve. Wir erhalten sie durch Nallsetzen des Faktors von v, in 
e. i us 

der Gleichung. Es ergibt sich fiir die Gleiechunsform (2) wenn man — += 
Er. i Ù 
wo è i 0 





Dilftio.# ina Coe alb, Po da E I Ma I, » mi; 


dati iti ica ORE ESTA TION 


XiT6N 
setzt: 
1 cAh+6e-... A+, 
i cr+0,...eA +6 
wi=| 0 PA+p PAT, 
0 


0°-p.x= pi LAP, pi 


oder in symbolische Form gesetzt : 

(6) v°=(20)(p0")( pd") pepe) pe) pipi prat = (jet — na (e)hey!. 
Diese Form, welche die Parameter der Beriihrungspunkte liefert, ist nichts 
anderes wie die Quintik, welche der fiir unsere spezielle Kurve sechster Klasse 
grundlegenden Form 9. Ordnung oder zu den oo? Polaren dieser Form, die 
den co° Schnittformen % konjugiert sind, als einzige quinére A polare zugeordnet 
ist. Sie geht aus der Form (53) hervor, wenn man \A=w setzt: 

Bei Zugrundelegang der Gleichung (6) erhalten wir fiir die Beriihrungs- 


punkte von (F): 


BI À 2 TS, / a: e = 
| Vo ( PP) Ps, P,0,) s PIO, —P2% > Pa P3% 


7; 2 Won pera e dia 
(1) “o ( PO, Po), (PO P%5) > PO Pao > PUT | 0 
DIRI AAA RISE Ea pat, SIAE 7 
0( Py, Po) —®, (30, D5%,) 9 Po, Pio Maat 
oder 
PIE A AEOI 
ii A A, Ag 
== 
i A Ai 
i Az A, 
wenn 


Pr n nai Ù n= AS 


gesetzt wird. 
Ausrechnung ergibt mit Benutzung der Abkiirzung : 


Pi Pi Pi 
Pit, i ili 
Pia » 





ind mit Einfiilhrung von \=-- +: 
ps 
(8) 


(7a) °° =(123))—(124)\1—[(012)—(134)])\*+{(013)—(234)])\?—(023)X4-(123) 


Um die Parameterdarstellung voù J zu erhalten, brauchen wir noch die 


durch die Parameter ) ausgedriickten sechs Fangenten von dem Punkte (/)). 
Wir erhalten fiir diese Beriihrform nach (3): 


(8) 0° = (pp')°( pol p'eX pe’) p'e’(ce'Pm® prereA 
und als Darstellung von J : 
(9) ui ui, = AMO 


5. Die vorstehende Betrachtung des in der Ebene der Kurve fiinfter 
“Klasse gelegenen Netzes von Klassenkubiken lisst sich nun dual iibertragen 
auf den Fall des Netzes von Kurven dritter Ordnung mit gemeinsamem Dop- 


_ pelpunkt (®) in der Ebene x, der Ordnungskurve C°. 


Geht man von einem solchen Netz von Kurven dritter Ordnung mit ge- 
meinsamen Doppelpunkt (g) aus, so ist in einer konjugierten Ebene x, eine 
Kurve fiinfter Klasse K? eindeutig bestimmt. Denn sind 


RA A A e 0, Br 0, 0 =0 


| die terniiren, symbolischen Gleichungen dreier linear unabhingiger Karven 
. dles Netzes, so lautet die Transformation T : 








tr 3 PARE 3 ZI (8 
Lo ua Ao ’ Li BS ’ XV, — C, . 


Die Kurve K? ist dann nach den oben durchgefiihrten Entwickelungen der 
Ort der Geraden, die sich durch T in zerfallende Kurven des Netzes transformieren. 
Den sechs Geradentripeln des Netzes entsprechen die sechs Doppeltangenten von K.. 

Auf jeder Netzkurve N°.7. gibt es einen Biischel von Quintupeln, die als 
Schnitte mit den anderen Kurven des Systems erhalten werden (durch eine 
Ebene in einem X, gibt und co! X,). 

Die zu K° konjugierte Kurve C° ist dann eindeutig bestimmt durch eine 
solche Netzkurve, denn fiir jeden Punkt (e) auf C muss die Polare n\°n,° der 
Form achter Ordnung nè, welche jedem Biischel von Quintupeln zugeordnet 
ist, apolar sein zu den Schnitttripeln aller Geraden durch (x), welche auf der 
Netzkurve ausgeschnitten werden. 
| Die nicht durch (®) gehenden Geraàden der vollkommen zerfallenden Netz- 
kurven sind die zyklischen Linien in bezug auf C°. Das Neta ist ferner cin- 
deutig bestimmt durch den Punkt (®) uud die sechs eyklischen Linien. Denn von 
den 27 Bedingungen, welche zur Festlegung eines kubischen Netzes erforderlich 
sind, werden drei von dem Punkt (g) und von jeder zyklischen Linie vier 
Bedingungen absorbiert. È 
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III. ABSCHNITT — SPEZIELLE KURVEN FiiNFTEN GRADES 
UND FUNFTER KLASSE ('). 


$ 11. Die Kurven mit dreifachem und vierfachem Punkt. 
1. Liésst sich die Form sechster Ordnung 
ep 


welche dem Netze der geraden Schnittformen apolar ist als Summe von dr 
sechsten Potenzen linearer Formen darstellen, versechwindet also die Katale 
tikante : 

sai 


E 
6 


e i PY| — (i, f\= I SUR 


so liegt, wie aus $ 1 folgt, die Gerade ! von x, in einer Trisekantenebene di 
Normkurve; die Ebene ©° hat also einen dreifachen Punkt, dessen Par 
meter die Wurzeln der zu F apolaren kubischen Kovariante sind. 

Sei 
F= (A) + (A) + (Ap)5 


so haben wir fiir die wichtigsten Kovarianten und Invarianten von F folgend 


Ausdriicke : 
H =(F, F)°= 2A At + (pg Ap At (pv) AA] 
i = (F, FP) = 2) A+ (pp) A + (Ad) | 
A=(F, F°'=2{bpf-+ (pa + W)] | 


34 TE 
Bigi 


] 
j=zAF_(F, dd = 61% pv) AA A 


L= (Fd = 2) (put PEA + (pv + (uv).(Apî] 


Bezeichnen wir die Form (A4)(AY)(Ap) mit 4 ihre Hessesche mit ct und ib 
Diskriminante (©, ©) mit R, so haben wir 


(2) j=9R-9 ,  1=—T—27R,%. 


(') vgl. G. Loria, Spezielle algebr. ui transz. Kurven, Leipzig. 1910, I, S. 238 f., Bi 
zykl. d. math. Wiss., Bd. III c, 50, S. 575-579 wo weitere Literatur angegeben. 
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gesehen von einem Faktor, des Quadrat der zu F apolaren Kubik. 
Projiziert man N° von der Geraden (F) auf einen Y, so erbélt man (nach 


n | 
% 










ojiziert man diese « rzinmliche Strophoîde» von einem Raumpunkt auf eine Ebene, 
‘ergibt sich die ebene C° mit dreifachem Punkt. Der perspektivische Strah- 
lenbiischel zweiter Ordnung artet aus zu einem zweimal zihlenden Biischel 
ster Ordnung mit dem Mittelpunkt im dreifachen Punkt, Die auf C° dadurch 
stimmte Involution zweiter Ordnung oder die Gleichung des perpektivischen 
oppelbiischels erhélt man nach dem vorigen Paragraphen aus dem Polaren- 
ausdruck : Li 
pepe — Zi bow? 

Las 10 HA hai 

Nach (1) und (2) hat man 


9 
sPje = IR(w 4 nad) 


é È 
TER nera 0° pu DA) = IR Di. 


Vir erhalten also fiir den Biischel W nach $ 8, 6: 


5) 


3 
da ‘+ ME cDa 


(3) y == (Det d'Af(cA)cdy 2/2, (1 qa — o 


ie man auch unmittelbar dem $ 1, 4 entnimmt. 
Nimmt man dy = (Ap) den Punkt (4) im X. auf N°| so wird: 


w_ pda 


«Die Involution der Punktpaare p), die mit dem dreifachen Punkt in einer 
teraden liegen, ist also auch dureh: 

geben. Die beiden aus dem dreifachen Punkt an C° gezogenen Tangenten be- 
iihren also in den Punkten der dritten Ueberschiebung : 








(deco, = 0. 


(de)*ex? 


er Formen y} und cr). 


2. Verschwindet die Form F 


25 5 ZI) 
8 (Ue) ano 


12 
45(W , W)° + 15(W, Vi 4+ (W,UÎf+& 14 


ea 


fede Sha. 4 


Die Kovariante sechster Ordnung } wird also ein Quadrat und zwar, ab- 


78 der Diss.) eine Raumkurve fiinfter Ordnung zweiter Spezies, welche auf 
nem Kegel liegt, dessen Scheitel fiir die Raumkurve ein dreifacher Punkt ist. 





MAE ITAIESO a ARE 0 OA PETE 
; : a È > di 
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identisch, so gibt es oo! Formen sechster Ordnung, welche apolar sind zu 
dem Formenetze %. Dann gibt es im allgemeinen wenigstens eine diesem, 
Netze apolare Form siebenter Ordnung y; denn aus dem Verschwinden der 
Matrix 


OL sii) 
Brunbb. rare 
(OSCD Ie Sn (SES 
0 Ù, + x 
0 Roda 8 
Oz ta To 


dit DU BA MATERO 
9; OR, Bg 0.0 
(n 5% e ALE 
0 0. 7 GIGA, 
0 8, ‘ Ser) 
0 iù ano 
0 I gite Pigectiso, CA 6 
D: 0a, Bo 
0 DI tà 


Umgekehrt wird die Existenz einer zu den % apolaren Form siebenter 
Ordnung des Verschwinden der ersten Matrix (der Form F) zur Folge haben, 
Die Formen sechster Ordnung werden im allgemeinen als erste Polaren der 
Form siebenter Ordnung darstellbar sein, und das Formenetz f fallt in dem 
Falle zusammen mit dem Netze der zweiten Polaren der Septik, Sei 


Pe PESt a 
ZANE, 
so konnen wir setzen : 
eh 2 5) PO nd " coca 5 
(4) jar hi E una A 


Die Ebene x,, die wir auch als Ebene (y) bezeichnen kònnen, hat die 
spezifische Eigenschaft, in einem Quadrisekantenraum zu liegen, die Formen f 
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haben nimlich eine. apolare Quartik; das ist die zu der Form y apolare Ko- 
variante x vierten Grades und vierter Ordnung. Das Versehwinden der Form 
F oder der ersten Matrix ist iibrigens gleichbedeutend mit den (zwei) Bedin- 
gungen, welche die Existenz dieser biquadratischen, Apolaren ausdriicken : 


2 


0) 4 "5 
d, Pit AO d, 
b, e cato? OI 2 — 0 (a; , d;, €; sind 
bag De die Koeftizienten von f) 
Oer LAEONIO 
C c 


Die ebene C° mit dem geraden Schnittnetz 9 hat in diesem Falle einen 
Vierfachen Punkt, dessen Parameter die Wurzeln von x sind: denn das Netz 
© enthilt einen Biischel mit einer festen Form vierter Ordnung (!). 

Geht man von einer Form siebenter Ordnung y=a)' aus, so ist jeder 
solchen Form eine Kurve fiinfter Ordnung mit einem vierfachen Punkt zuge- 
ordnet, deren fundamentale Involution durch das Netz der zweiten Polaren 
der Form y repriisentiert ist. Vorausgesetzt ist dabei nur, das die Kovariante 


w = (ab) (ac) (be}Paxbey 
nicht verschwindet. Denn im Falle w= 0 sind die zweiten Ableitungen von y 
nicht mehr linear unabbingig voneiander (?). 
Fiihren wir die Bezeichnungen : 
Mo, ae 
ein, so lîiisst sich die besagte Kovariante x folgendermassen durch Ueber- 
schiebungen darstellen (vgl. Dissert. S. 59): 


2 Asi 
(5) T=— (88) + 5 (Sh) + oh h°. 


Wir versuchen zunichst diese Form noch in etwas anderer Weise darzustel- 


Jen, indem wir von der Hesseschen Form 


»” 


H = (ab) ax by (ay == by == CY) 





ausgehen, um gleichzeitig eine neue Syzygante zu gewinnen, 


(4) vgl. z. B. B. Kalicun, Ueber die Eigenschaften der ebenen Kurven 5. Ordn. mit 
vierfachem Punkt, Wiener Berichte 119, S. 1851-1379; ebenso E. N. Barisien, /ntermediaire 
des mathématiciens, BA. VII (1900), S. 57, Bd. VIII (1902), S. 88. 

(© Stephanos, Annales Ecole norm,, S. 363 f, 


CANI I SE, GI ao LIA E Se. peg SO) or TT, TT 
Ù n ] x a” 7 mes Pr 4 

% 
a 
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Zu dem Zwecke stellen wir mit Hilfe der Formeln (10) von S. 59 der 
Dissert. folgende Polarenausdriicke auf: i 


1 N 2 
AH. H= (abfa,b,a,°baxby + 9 [8u!8x (AV)? + sven) ]+ 9 88 8A — 


» ni DI 9 b J D 
(6) ap lid + Apt 
2 
(6a) HxH-= (adbfa,d'adbi + 7 Su (Ap)? 
6 4 2n 4h 2 3 2 40.21) 2 1 2() 4 
(65) H,Hx = (ablasbya,bd — 7 818 (ALY 5 hu°(A1) 


nun ist (Dissert. S. 59): 
= (ab)(acfF(ad)(be}(bd)(cd}Fa,bycydy 


7 geht also aus dem ersten Ausdruck der rechten Seite von (6) dadureh her- 
vor, dass man p,:p, durch c,: — c, und y,:y, durch d,: —d, ersetzt und 
mit (cd)cyd, multipliziert. Es wird daher: 


6 


x =(Hc)(Hd)'H\(cdfed\— o [(sc)(sd)(cd}Fexd + (se) (sd)(cd)'sexdi) — 


ei 


— n: [h° + 4(he)(cd)' cd]. 


Aus (6a) folgt ferner: 


sii 


(He) (HLd)'(cd}Hy*exd, = (H, Bj 


(H , 8)° 
und aus (60): 


DD) 
(s0)' (sd) (cda d® = (H , s)"+ 3 (69) 


5) 
rei 


35 (hf, 8). 


Beachtet man ferner die bereits zitierten Relationen (10). S. 59 der Dissert., 


so kommt: 


4 io 4 1 
(7) r=(H,H)°—-(H,sf—3 (60) + (8,0 + 


Gleichsetzung der Ausdriicke (5) und (7) gibt die Relation : 


4 5 9 gius 
(8) (HH 3 (H , a)°4-- (59) — 2(s,1}— —A°=0. | 


Es interessiert weiter, fiir den in Rede stehenden Fall die fundamentalen 
Kombinanten W\°, V\f, U\} des Formenetzes f durch Kovarianten der Form % 
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 auszudriicken. Zunîichst ergibt sich unmittelbar, wenn man in die Ausdriicke (1 
des $ 4 die Formen (4) einfiihrt : 


i i Wa : (ab)(ac)befPaxbeg = = wi 
1 AI 
Vr n (ab)(acbeFabo® = 9 8 


95h = (ab)'(ac)? (be) bey > a 


Fiir die Form %, die gleich Null gesetzt die Wendepunkte von C* liefert 
ist bereits der Ausdruck gefunden : 


1 
(10) o=TRI—- (8,7 - 


Aus den Polarenausdriicken fiir s und % ergibt sich aber, wenn man die 





_ aus der Reihenentwickelung a (‘) resultierende Relation : 


134 
1 CE 
(s,,f=— 5 My) 3 
| in betracht zieht: : 
i i È (RSI ;) È 
| 3 (11) a =) DL ti sn a , D) 


_ UÈ =» ist identisch mit der Kovariante dritter Ordnung und dritten Ge- 
| rades von y: 


è 


(12) ri=(8,%) 





Nach $ 4, 2 muss die Form #° apolar sein zu Ve Das kann leicht nach- 
 gepriift werden. Es ist nimlich : 


aan 
dA VET 












((8, i, 0? = (ab)'(bef(acP(adbA(cAfPd}®. 
Auf Grund der Identitiit : 


(be)Ay pren (bA)cx == (cA)by 


Pi A = Lo n la : 
eis ea RO 


folgt ; 
((8, 7° = — (ab)'(a0Ybead{VAcAYDydA. 


Vertauscht man rechts a und ce, ebenso d und d, so iindert der Ausdruck 
‘sein Zeichen, ohne sonst seine Form zu ?indern: er ist daher = 0. 


pi (') vgl. Gordan, Ueber d. Formensystem bin, Formen, S. 11, Formel II und Die Dis- 
hwiminante der Form ax, Math. Ann., Bd, 31, S. 572; vgl. auch Dissert. S. 60, 


ta 





fr oi #3 1 Ta 5 vo ; 
a tei n gd ST I Pi a e a 
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Aus den Relationen (5) des $ 4 ergeben sich folgende Beziehungen "zwischen 
den Kovarianten wy°,t°,w} den binîiren Form siebenter Ordnung: 


3 2 
| Got — SE +7, mM) =0 


35(w0 , 1) + 4tr =0 


(13) 5 25 5 P 
"po (ww)}+ 59 (tt — dI (W,rf+r=0 


7(w,t°P+ 8(t, nf =0 


4 


Ò 
(ww — + (t6)° + 5 lap e==#0: 


\ 4 3 


Mit Hilfe der Formen w, t, » làsst sich die Form 7 nun auch in einfa- 
cher Weise darstellen. Aus 


SONE ARE: 9 3 got 
w,iwy = (ab)(acf(be)a "ben 'arbiex + X tb (Au — 36 TUA 


ergibt sich niimlich unmittelbar, wenn man fiir p,:9,, 4: —d, setzt und mit 
Ad, maultipliziert : 


a 4 
(14) T_ (40 ’ %) agi (t ’ 30 Sr 35 (r ’ WE 


4 


Weiter lisst sich das zu den Formen f apolare Schnittformenetz ‘leicht 
konstruieren. Da das Produkt von 7 mit ieder linearen Form % zu den f 
apolar ist und die Form #° im Netze © enthalten ist, so lisst sich das For- 
monetz % in folgender Form darstellen : 


i 3 4 | 
er+ Li 0A +1) 4 465 = hl0, °° — sl ((,Vi + 35 (1,90 +4,00. 


Eine Koordinatendarstellung der C° mit vierfachem Punkt ist also z. B. 
(15) (ot Gi 30, ATTI hi 


Die vierfache Punkt liegt dann in dem Eckpunkt (x, ,%,) des Koordina- 
tendreiecks und jeder Punkt der Dreiecksseite x, =0 hat die Eigenschaft, 
dass die durch ihn hinduchgehenden Geraden die Kurve in apolaren Punkt- 
quintupeln scehneiden, 





Bi: | IRSA 
















Vu Die den Formen f,f,f, zugeordnete apolare Form sechster Ordnung wird 
als Determinante : 


0 —_ 6° 154 —20X° 15X° — 6. 1 | 


"GRA Da, 7 ; . (, 0 
LT 5a; . a, 0 

SISSS UA 5a, È : d, 0 
0 U, . di 

0 4; . . . . a, 

0 4, . . . . 4, 


ann so aus: . 


E 





È: (RR E 5 2 5 9 
‘Sl qui 250|; (1010) -T- n (0,9) — " (10, tf — È (0° + DE (rt) — > A 
Mit Hilfe der dritten Relation (13) ergibt sich hieraus z. B.: 
GA 11 AI RA 6 

fa) br= 250, (e) + si (10, È — 00 + 38 (rt) —- 10 & Ì 


3. Folgende Beziehungen entnehmen wir dem $ 4. 
Die Bedingung, dass drei Punkte Xpwy von C° in éiner Geraden Linie lie- 


= 


o: ist: 


1 (13) (NIE (pvt + (ME AL + Asta] + 


d n y 2 : 9 i CD) 
Bi tag Arr + (Arre + (1) + 
è > nat + [(pA (mr + MI Mr + Marat] = 0. 
È Vom Punkt )X der Kurve gehen sechs Tangenten aus, deren Beriihîungs. 
punk te y der Gleichung geniigen : 


Se 3 4 
(I 9) VINCI ar A titu' (Mu 35 TUA) #0; 


— Daraus leitet man die Gleichung fiir die Parameter der acht von einem 
Punkte (#) der Ebene ausgehenden Tangenten von C° ad, indem man eine 
n 7, wie sie im $ 5, 3 bestimmt wurde, iiber die Gleichung schiebt : 


E=(0Sf- St arh=0 
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Bei festem p. stellt K —0 die Gleichung der Tangente im Punkte » vor. 
Durch den Punkt (f.) im Y. und dem Quadrisekantenraum (x) geht ein Y, der 
N° noch in einem Punkte pw schneidet, der aus: 


(21) rx DA 2 Ù 


zu berechnen ist. (21) kann als Gleichung des zu ©° gehòrigen perspektivi- 
schen Strahlenbiischels erster Ordnung augesehen Werden. Um die Gleichung 
in gewoòhnlicher Form zu erhalten, hat man nach $ 5, (11) und (12) nur die 
Determinanten der Formen f durch die proportionalen mit den , gerànderten 
Determinanten der Formen % zu ersetzen. 

Zu dem X.(fS,f3}3) 0der zu dem Punkt (x) der Ebene gehért eine Form 
achter OrAnung 0 — »y°. Heissen nun die Schnittpunkte des Quadrisekanten- 
raumes durch 7;:),),),), und ist p der 5. Schnittpukt des X, durch 7. und 
(/3) so haben wir: 


3 ae 
NIN, n ="si0) 


9 
n N MEN N ENNA 


IAN 


3 
2 


LETTA e SO 





2 — 
MM ee apra ee O E DE 


(Mu). ist apolar zu 0, also nun apolar zu 7°. 

Man erhiilt also die Form yy siebenter Ordnung, wenn man die Form 
Ox|}) nach dem Parameter w polarisiert, der dem fiinften Schnittpunkt der Ge- 
raden durch (a) und den vierfachen Punkt mit der Kurve C° cugeordnet ist. 


Die Kurve vierter Ordnung : 


O(a]A) 2 A] 


sn 


hat den achtfach zu zahlender Punkt von C* zum dreifachen Pankt. 


$ 12. Die zu der Quintiks mit vierfachem Punkt 
und vierfacher Tangente konjugierten Kurven, 


1. Die in $ 1 betrachtete Kongruenz der in einem Y, liegenden Geraden 1, 
welche co! Quadrisekantenriume von N? tragen, hat alle diejenigen Ebenen 
zu singuliren Ebenen, welehe in einem Quadrisekantenraume entbalten sind, 
fiir deren Beriihrformenetz also die zu Anfang des vorigen Paragraphen auf: 
gestellte Bedingung erfiillt ist. Denn die Beriihrformenschar f fàllt im Allge- 
meinen zusammen mit der Schar der zweiten Polaren einer Form siebenter 
Ordnung 


iv 


und die co' ersten Polaren asa,’ von y reprisentieren ebenso viele Geraden È 





MI RE E AI VI I ME MR 


DI 


MASO 





in der Ebene (/,/,/,) oder der Ebene (y). Die Kongruenz der Geraden ? in 
einem Y,,, enthélt eine c0!-Schar von singuliiren Ebenen entsprechend den co' 
ersten Polaren der dem Raum p zugeordneten Form achter Ordnung 0. Die 
Geraden / in diesen Ebenen bilden einen Biischel zweiten Gerades; denn durch 
einen Punkt der Ebene (y), die durch die Polare 


vi Al 


| bestimmt ist, gehen zwei Geraden /, die den Parametern entsprechen, nach 
denen y polarisiert werden muss, um die Beriihrform des Punktes zu ergeben. 
Die 00'4-Schar von Ebenen (y) in p billen aber eine Kurve dritter Klasse, 


dlenn der Punkt (#y%y#,n\) liegt in drei Ebenen (y), deren Formen sind: 
MU gi) 


Schneidet man nun eine Ebene y mit den T, der Normkurve, so erhélt . man 


P) 


die Kurve fiinfter Klasse, deren Gleichungen dureh eine Kollineation auf die 


Form gebracht werden k6nnen : 
(1) uptulsa = dara daratal. 


| Die Geraden ! in (y) umbiillen dann den Normkegelschnitt N.?: 


(2) ups iu Li NX 
oder : 
(3) A SA VI SIE 


Die Kurve (1) entsteht aus der Raumkurve D,-p oder K,°, indem man 

die Ebenen dieser Kurve mit einer Ebene y von N,} zum Scehnitt bringt. Die 
Ebenen von N,} bestimmen dann auf (y) den Normkegelschnitt N°. Alle Kurven 
der $ 5 und 6 betrachteten Kurvenschar Q(u|)) = 0, sowie alle Geraden K, 
fallen in unserem Falle in die Normkurve Ny zusammen, wie sich auch so- 








fort analytisch ergibt, wenn wir in die Determinante des $ 7,3 fiir ay, dI, cx 
’ P. È) ) 
die Ableitungen aa), a,a,4) , ara der Form y= 4 einfiihren. 
Der Kurve NG; sind also alle die Fiinfseite umbeschrieben, deren zehn Ecken 


die stationtiren Punkte der zu einem Quintupel der Fundamentalinvolution gehò- 
renden gemischten kubischen Oskulanten sind. 


2. Jeder Punkt der Ebene x, ist durch das Parameterpaar &y der von 
‘ ibm ausgehenden Tangenten von N, bestimmt. Die Verhiltnisse der Koor- 


f  dinalen driicken sich durch die symmetrische Funktionen dieser Parameter in 
linearer Weise wie folgt aus : i 





(4) C,3 0,3%, = 8,38% 


(4) vgl. die geometr. Betrachtungen v. Marletta, a. a. O. $. 100. 





PE «2 


ao 
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Li 
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Ebenso haben wir fiir die Koordinaten einer geraden Linie : 


di 


(5) UU iui 9% 


wenn die s, die symmetrischen Funktionen der Parameter der Schnittpunkte 
von (u) mit N4î bedeuten. Des von (x) an K° gehenden Beriihrquintupel ist 
dargestellt durch : 
(6) (as, + 4,5, +-4,8)° + 5(4,8, 4 4,8, + 4,8)! +... + (4,8, + 4,8, + 4,8) = 
= Gaya. 
Das Berihrquintupel ist also die Polare des Tangentenpaares der Kurve 
N, inbezug auf die Form y=a' oder auch die zweite. Uberschiebung der 
Schnittform è) der Geraden («) inbezug auf N, iiber dier Form y. 
Liegt (a) auf N, so ist p —=y zu setzen. 
Das Tangentenquintupel eines Punktes p auf N° an K° ergibt sich also aus 
(7) anani=0D: 


Daraus folgt die Bedeutung der Punkte y = ay. 
y==0 stellt die sieben Punkte auf K° dar, deren Tungenten durch die gleich- 
namigen Punkte von N, hindurchgehen. 


Die Gleichung des Kurvenpunktes X ist: 


| 
U, “, U, UVA 
Sy. 4 2 4 PAPAA: pese 4.4 2 2 ee, 
alan aaa @gya, | = ab,axb | a” aa, ap|=0 
2 4 21, 4 3], 4 2 2 
RR N RE e | db; Dda 


Driickt man die «, nach (5) durch die Parameter der Schnittpunkte von 
(«) mit NJ aus, so erhiilt man : 


$, 
Billie, 
0 9 3 
6 ; 4 4 " DAL Pap >. 
2a, b,ax'by 2 az | (abParaya,'by' = 0 
4 e 2 
2 2 
b, Sat 


oder : 
(abt(ad)(09)ayxidy' = 0 
wenn & die Schnittform von (v) inbezug auf N, bedeutet. 
Nun ist: 
2 
(ada, bya\'by' = HuHyH\ — 5 8x°(At.)(AY) 


wenn H und s die im vorigen Paragraphen eingefiihrten Kovarianten von pi 
sind, i 
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Die acht Schnittpunkte, der inbezug auf N, durch die Schnittform 9)\p)(}y) 






 dargestellten Geraden (u) mit K° ergeben sich also aus einer der folgenden Glei- 
ehungen : 


2 
HyB,Hy\} — 9 8° ()p)(Av) = 0 


) 
+ 


È (H9PH— ad = 0. 


Weiter ergibt sich als Bedingung dafiir, dass der Punkt % von K? aur 
ler Tangente von N,° in p liegt: 


(9) "1 HH — - su) = 0. 


| Setzt man L=), so sieht man, dass es zehn Punkte auf K? gibt, welche auf 
«den gleichnamigen Tangenten von N, liegen. Ihre Parameter sind die Wur- 


_zeln der Hessischen Kovariante 

| pas Led 

Zugleich aber erkennt man, dass die Punkte von H —=0 die gemeinsamen Tan- 

genten von N, und K° liefert; die zehn Tangenten von N; welche K° in den 
gleichnamigen Punkten treffen, sind also auch Tangenten von K?. 

Damit die beiden Punkte p. von (9) zusammenfallen, muss die zweite 


Ueberschiebung der linken Seite verschwinden. Schieben wir aber (9) sweimal 
liber sich selbst, so kommt: \ 











(10) (1, B° — 36-H=0; 


Diese Gleichung bestimmt also die sechszehn Schnittpunkte von K® und N°. 


Sei (x) ein Punkt der Ebene, (u) die Polare von (x) als Pol inbezug auf 


N? so ist: 
N, S st 


=: a, = gs — 2U]:U;; 


 fiir die Koorilinaten eines Punktes \ von K? haben wir : 
i £] £ 


«È 


iS d 30,1%, = (abfa babi : (abb(ad, + ad atdx! : (AbPa dadi ; 


4 


fr die Polare dieses Punktes inbezug auf N: 


tl - 
U., iu 


() 


sit = (ba babi : — (ada byaytbi! : (abPa bj ax'byé 








dò. per : a NES IRE SRI UR SANTIS Sha 
RES ATEO RATORI, MPVINRSI a < PERO e SE) 






sep? ah Ù ; 
TO I veli x è È i 7 
RARI A NIE SEPA IVO e I IT] 


pri fre vt 
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die Polaren der Punkte von K* inbezug auf Ny° umhiillen eine Kurve fiinfter 


Ordnung mit den Gleichungen : 
(11) vg, ='aat:i — 24,00: aa, 
Jede Gerade durch den Punkt (t), der dem Beriihrquiutupel 
este .y\l 
0° = (83%) 


von K? zugeordnet ist, hat die Eigenschaft, dass die Tangenten aus ibren 
Punkten in apolaren Quintupeln beriibren. Wegen 


9 
“ 


(sy)! =—a(h ’ %) 


(107 di Mln 


liefert 


My =0 


die Parameter der beiden von (t) an Ny° gehenden Tangenten. 
Die Koordinaten des Punktes (t) sind : 


n Oli aia: So LAI NONO) 7; 
Co 3,0 — 2h: Ig 


Die Koordinaten der Polaren von (t): 
UU 


Sind w und y die Parameter der Schnittpunkte dieser Geraden mit N,°, 


so haben wir nach ($) fiir die Schnittpunkte X mit K? die Gleichung: 


D 
pa 


HrHXH% ie an 9 SV (AL) (AV) == 1) 


oder auf Grund von (5): 


(12) (HA}H, — 


sh = 0. 


delfite 


3. Die Gleichung einer zur Normkurve apolaren Kurve dritter Ordnung 
nat bekanntlich (!) die Gestalt 
aa == 
wo 
CARO OPAAR be VO E EM 
zu ersetzen ist. Zu jeder Form sechster Ordnung ay gehéòrt eine Kurve 0° 


(4) Vgl. etva Fr. Meyer, Apolaritit, S. 222 f.; Schlesinger, Honjugierte bindre 
Formen, Math. Ann, 22, S. 524, 








de ART eta tire de e Dei 
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dritter Ordnung, die N? « stiitzt » und mit ihr das Punktesexstupel a) gemein 


hat. Einer 00°-Schar von Formen sechster Ordnung steht eine 00°? 


‘Schar von 
apolaren Formen gegeniiber. 
Also entsprechen den oo” Kurven dritter Ordnung, deren Schnittpunkte 


mit N° die Wurzeln jener Formen zu Parametern haben, auch 00°* Kurven 


ritter Klasse, welche apolar sind zu der Ordnungsschar und auf N? « ruhen ». 


Irgend ein inbezug auf eine zu N° apolare C* konjugiertes Punktetripel 


 bestimmt vermittels der an N? gezogenen Tangenten ein Polsechsheit von C'. 


Es gibt eine 00°-Schar solcher N° umbeschriebener Polsechsseite, die darge- 


“ stellt sind durch die c0°Sckar der zu f = a) apolaren Formen sechster Ord- 


nung, also mit den Geradensextupel identiseh sind, welche die zu der Kurve 
(0° apolare Sehar von Kurven K? mit N° gemeinsam hat. Die Polfiinfseite 
sind bestimmt ‘dureh die zur Schar der ersten Polaren von f apolaren Formen 
fiinfter Ordnung. 

Legen wir nun die Schar der ersten Polaren der Form y = ay als, For- 
men f zu Grunde : 


dA, 


so sind die Kurven C°, die mit N? die Sextupel a,4,° gemeinsam haben ente 


; 
halten in: 


aaa) 


(und die diesen 0° gemeinsamen Polfiinfseite haben die Parameter der zu der 








Quintik 


RA A SAC RO Rel 
O ri ori A eni ALe) ou 
gehòorenden Fundamentalinvolution zu Parametern. Diese Involution enthiilt 
aber eine Involution erster Stufe mit der festen biquadratischen Form © (der 


apolaren vierten Ordnung zu y= a”). Wir haben also ein allen kubischen Kurven 
0° gemeinsames Polvierseit auf N°, dessen Parameter durch : 


m= — (0942 (shf + di h° 


dargestellt sind. 


| 
19 


Ù 
i 


poi 


cd - adi "e ar ia ti | 
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$ 13. Die Kurven fiinfter Ordnung mit Hyperoskulationspunkten, 
insbesondere die Kurve mit drei Hyperoskulationspunkten. 


1. Liegt die Ebene 7, von der aus N° aus eine Ebene als ©° sich proji- 
giert, in einem T, von N° oder trifft die konjugierte Ebene 7, die Normkurve 
in einén Punkt p.,, so enthélt das Formnetz %, + k,g, + %,t, eine fiinfte Potenz 
und die Kurve C° hat eine fiinfpunktig beriihrende Tangente, deren Beriihr- 
punkt als « Hyperoskulationspunkt » (') bezeichnet wird. Macht man die Tan- 


gente zur Koordinatendreiekslinie x, = 0, so ist C° darstellbar durch : 
. e / e 5 . 5 e 4/ 3 
Csi Ae 


Das Formenetz f ist dadurch ausgezeichnet, dass alle Formen den gemein- 
samen linearen Faktor (Ap) haben. Man kann dieses Netz leicht konstruieren. 
Wenn némlich ()p)q eine Form Y ist, so miissen die Polaren 


CIACH und TED 


apolar sein zu q/. 
Man hat also nur das zu dem durch fufX und yy! bestimmten biqua- 
dratischen Biischel apolare Formenetz vierter Ordnung : 


dor Yo do 


zu suchen, und seine Formen mit (Ap) zu multiplizieren. 
Wie man sieht, ist in unserm Fall die zu dem Netz der f apolare Form @ 
die sechtse Potenz 


(4) Diese Bezeichnung kommt von Bertini; vgl. Quand'è che due eurve piane dello stesso 
ordine hanno le stesse prime polari. Atti R. Accad. delle scienze, Torino, vol. XXXIII, Il 


pag. 6. 








i 
14 








(193 X 


Die Strablen des Strahlen-biischels (®) vereinigen sich in der Tangente 
in p. Als die zu C° konjugierte Kurve kann die Kurve vierter Klasse 


VR I 
angesehen werden. 


2. Liegt x, in zwei T, mit den Parametern p. und y oder trifft x, die 


— Normkurve in zwei Punkten, so hat die zugehòrige Quintik C° zwei Hyperos. 


kulationspunkte. Die Ebene x, ist in einem Quadrisekantenraum enthalten, 
wie man daraus sieht, dass die kubische Kurve, welche durch Projektion von 
N° aus 7, auf eine andere Ebene entsteht, einen Doppelpunkt hat, also eine 
Bisekante existiert, welche 7, triftt. 

Heissen die Formen %: 


Po — (dp) PP, — (MY) AE pa 


so làsst sich leicht das apolare Formenetz f konstruieren. 
Da jede Form f den quadratischen Faktor ()p.)()v) besitzt, so hat sie die 


| Form: 


Aut, 


3 


Aus der Apolaritàt von (Ap)(\My} und n°, folgt die Apolaritiàt von di 
und yy. Wir erhalten also das Netz f indem wir das zu ‘yy apolare Netz 
dritter Ordnung konstruieren, das durch die drei Formen %,9,4, festgelegt sei: 


FE OPA AMO A 


Die Form *w(whî hat eine apolare quadratische Form (ihre Hessesche Ko- 


variante) : 


E 02) 0%) = (rta = BH YHx — 5; [0 + i + Ron 
DA = (nti = MO A] 
und lisst sich darstellen als : 
k,(w) + EA, 


VOLsLÀ, 25 
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Daraus folgt aber wieder; dass die Form 
' = ke (pl(VE(A + Ve (11%) (v2)(A7)? 


im Netze % enthalten ist. À 
Die Form ® verschwindet identisch oder ergibt oo! Formen sechster Ord. 


nung, welche zu den Formen Y polar sind (vergl. $ 9), nàmlich alle Formen ; 


hp) + RIV. 


Trotzdem haben wir nur einen (uneigentlichen) Punkt (®), da die Pola: 
renbiischel aller jener Formen sechster Ordnung zusammenfallen ; dieser Punkt 
ist der Schnittpunkt der Hyperoskulationstangenten. 


3. Làsst sich die Form y siebenter Ordnung, welche zu dem Formenetz J 
apolar ist (P = 0) als Summe von drei siebenten Potenzen darstellen, versch- 
windet also die apolare Kovariante vierten Grades und vierter Ordnung: 


tn 


I 


—— (88) + 


è Î 


= 


dPR 
dre a 


di 


F 


è, 


3 4 
=, 4 (tv + 35 (1%) ($ 12, 3) 


so liegt die Ebene x, die den Formen f als Beriihrformen zugewiesen ist, in 
drei T, der Normkurve; die Ebene 7, wird zur Trisekantenebene. y hat die 


Form : 

(3) x = (A + (2) + Qp) 
die zu y apolare kubische Form 

(4) d = (API(AV(Ap) 


ist zugleich die Verbindungsform der Kurvenpunkte der Trisekantenebene xy. 
Die aus N° durch Projektion aus 7; zu konstruierende C° ist dann darstellen 


durch: 


(5) DIRO AIA Apa 
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__—Da das Formenetz f die Form 4 als festen kubischen Faktor hat, so 
‘werden die zu C° konjugierte Kurv\en zu Kurven zweiten Grades und zweiter 
Klasse. 

Die Kurve (5) hat drei Hyperoskulationspunkte; die Punkte sind die 
Wurzelpunkte der Form % ('). 

Wegen 


SG 
A 


0. (tv) (Lp) 
(vp) 0 (vp) |=0 


(pr)  (py)0 


liegen die drei Hyperoskulationspunkte in einer geraden Linie, wie ibrigens auch 
unmittelbar aus den Betrachtungen im Y. ($ 1, 3) folgt, denn die beiden Ebe- 
nen 7, un x, liege in einem Y, der N° in den drei Punkten pw, v, p schneidet. 


Das Schnittformenetz der Geraden der Ebene 
i È 


2, = u (Au) + u,(Av)° + up) 







pu : 3 
hat die Form % zur apolaren kubischen Kovariante; bis auf einen Faktor ist 
“daher 


0) SI [Pu ) (P, , 0, |. 


9 | Da jede Gerade in einer Trisekantenebene von N° (in 7;) eine Gerade 
resp. jeder Y, durch eine Ebene in drei T, (durch 7)) einen Raum L reprà- 
entiert ($ 3) so ist auch jedem Punkt (x) der Ebene inbezug auf C° eine 
form sechster Ordnung zugeordnet, deren erste Polarenschar mit der Schar 
ler Schnittformen der Geraden durch (x) identisch ist. 

| Die Form heisst: 


P = 208 + ve (AA + vat (vp). 


Die erste Polare fiir \' heisst: 








LV) A + (PA VA + 2 (MA P)Ap). 


5 (4) Vel. die Arbeiten von L. Bruso tti, Sulle curve piane razionali dotate di tre punti 
iperosculazione; Rend. R. Ist. Lombardo, ser. II, vol. 37, S. 888 f.; E. Ciani, Sopra 
mi gruppi lineari quaternari dotati di quartica, o di quintica gobba razionale invariante, Rend, 
R. I. st, Lomb., ser; II, vol. 37, 8, 347, 

19 
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Die Koordinaten der entsprechenden Geraden sind : 


UU) i U, = CPN) 1 (PLAY) è E (UA P). 


In der That ist die Gleichung : 


cut + cu, = 0 


fiir jeden Wert von \' erfiillt. 
Die Elementarkombinanten des zum Punkt (x) gehorigen Schnittformen- 


biischels werden vertreten durch die geraden Ueberschiebungen der Form ® 
iiber sich selbst: 


Te 


1 1 1 
H=(®,0f ,s=3(09), g= AVO 


[o] Blaze 


Die Hessesche Form : 
H = 22,2,2(HY)(MP)(Pp) [VA (At + 2 (pp Apt + 2 (Apa 


liefert die Beriihrungspunkte der acht von (x) an C° gezogenen Tangenten. Aus 
ihr ergibt sich dann auch unmittelbar die Liniendarstellung der Kurve : 


Mg E UU, = (MPA (Pt) t è (Apt 


die iibrigens auch direkt durch Bildung der Jakobischen Funktionen der paar: 
weise kombinierten Formen %,0,9, erhalten wird. 


Ist (PP) —0 so sind die geraden Schnittquintupel durch (x) unter sich 
apolar. Es ist aber: 


(PD) = 22,2,2,(1Y)(PPp) LP? + 2 (pp)° + 2(p)] 


die Punkte, fiir die (D®)f — 0 erfiillen also, wie bekannt, eine Gerade mit der 
Gleichung : 


#,(v0) + 2(pu + a,(uv)? = 0. 
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si Die fundamentalen Kombinanten des Formenetzes 9 erhalten die Ge- 
stalt: 


W=— (Yp)(pp)(pm AA Apt 


È VE 0 (I]AP)OA) [MPA + (ppm)? + (pv°(Ap] 


U=T (VP) [MP VIALE + MA + 
+ (Pi) (PALA + (pv) (AA + (LAMA + 


+ (Lp) (1Y(AP(AV]. 


Sie driicken sich in einfacher Weise durch die Invarianten und Kova- 


rianten der kubischen Form 4 = (Aw)(M)(Ap) aus. Setzt man némlich : 


È 
Me = (90), QE(d,1), — MP) O, (is Diskriminante E=0) 


| so wird 


U=— 270.Q=0U. 









Die Kombinante neunter Ordnung wird also, abgesehen von einem Faktor, die 
dritte Potenze der Form %. Die neun Wendepunkte von C° riicken zu je dreien in 
die Hyperoskulationspunkte. Die gerade Linie, welche die Hyperoskulationspunkte 
È” verbindet, schneidet C° ausserdem in den Punkten der Hesseschen Form © (vergl. 
_s $ 1, 3). Die Punkte der Kombinante U fallen zusammen mit den Punkten der 
Kovariante dritter Ordnung von %. 
Aus der Theorie der bintiren kubischen Form ergibt sich noch: die Hy- 
peroskulationspunkte stehen zueinander in zyklischer Projektivitzit, deren Dop- 
pelemente die Punkte t—=0 sind, 
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Die Form F, welche dem Formenetz % apolar ist, wird in unserm Falle 
zum Quadrat von d. Durch sie: wird eine Gerade (F) in der Ebene t, der zu 
C° konjugierten Kurve K? reprisentiert, deren Punkte die Polaren von F zu 
Beriihrformen beziiglich K” besitzen. 

Die Form % lisst sich im allgemeinen als Summe der dritten Potenzen 
von zwei linearen Ausdriicken darstellen, welche den Linearfaktoren der Form 
t=(d, 4) proportional sind. Durch eine Parametertransformation konnen wir 
dann + auf die Form bringen : 


Concorso nazionale al Premio Cesare Arzelà. 
i i cuni one ERE NEI ATL N SERE 


La Classe di Scienze Fisiche della R. Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna 
bandisce il 1. concorso al premio quinquennale «Cesare Arzelà » per l’analisi matematica. 

Il premio (di circa L. 4000) sarà conferito al miglior lavoro fatto da un giovane laureato 
nelle università italiane, nel primo quinquennio della sua laurea, su argomento di analisi 
matematica, e a preferenza sulla teoria delle funzioni di variabili reali. 

La scadenza è stabilita al 31 Dicembre 1923, 

I lavori presentati non dovranno essere di data posteriore di più di cinque anni a quella 
della laurea e per questo primo concorso viene calcolato il quinquennio a partire dal 1° Gens 
naio dell’anno 1919, 
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SUL NUMERO DELLE RADICI 
‘DI UN'EQUAZIONE ALGEBRICA IN UN’AREA 


NOTA 


DI 


MICHELE BOSCO (a Napoli) 


È noto il metodo di Canchy, conosciuto sotto il nome di teoria degli 
indici, mediante il quale si può, con regolare procedimento di calcolo, deter- 
minare il numero delle radici di un’equazione algebrica razionale intera, con- 
tenute in un’area semplice, purchè limitata da segmenti di curve razionali. Il 
metodo suddetto consiste, in sostanza, nel calcolo del cosiddetto indice, tr: 
due limiti, di una funzione razionale ed a eiò si perviene con procedimento 


analogo a quello indicato dal teorema di Sturm, per la determinazione del 


«numero delle radici reali, tra due limiti, di un’equazione algebrica a coefficienti 


| 





reali. 

Sì ha, allora, che il numero delle radici dell’equazione, nell’area predetta, 
è uguale semplicemente alla semisomma degl’indici relativi a ciascuno dei seg- 
menti, che ne formano il contorno (!). 

Il caleolo del numero di dette radici è stato ricondotto (°), per il solo caso 
di un’area circolare e mediante considerazioni dirette, al problema, detto del- 
PHurwitz, relativo alla determinazione del numero delle radici reali nega- 
tive e di quelle complesse a parte reale negativa (5). 

Scopo di questa Nota è di far vedere come ciò si possa fare per il caso. 
di un contorno qualunque, purchè formato da segmenti di curve razionali, al. 
meno per casi abbastanza estesi. 

A tal fine cominceremo con lo stabilire alcune proprietà dell’indice di una 





(4) Cauchy, Journal de V Ecole polytecnique. Cah. 25, pag. 176, 1837. 

Sturm e Liouville, Journal de Liouville, 1 pag. 920, 1836. 

Picard, 7raité d’ Analyse. Vol. II, pag. 185 e segg. 

(3) Andreoli, Sul modulo delle radici complesse, ecc. Rend. Acc, delle Scienze Fis, e Mat, 
di Napoli (3) Vol. XIX, 1913. 

(3) Nel seguito, per brevità, diremo solamente radici a parte reale negativa. 
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funzione razionale ($ 1, n. 1 e 2), allo seopo di ricondurre la sua determina- 
zione al detto problema dell Hurwitz (n. 3), e poi ricondurremo allo stesso 
problema il calcolo del numero delle radici dell’ equazione, nel contorno pre- 
detto, ($ 2); il caso di un contorno circolare presentandosi come un caso par- 
ticolarissimo, suscettibile di un’eccezionale semplificazione ($ 3). 

Come esempio, applicheremo il procedimento trovato a contorni ellittici 
($ 3) e troveremo, poi, come applicazione del metodo per il calcolo dell’indice, 
delle condizioni necessarie e sufficienti, diverse da quelle note, perchè una 
equazione algebrica abbia tutte le sue radici reali oppure reali e positive ($ 4). 


$ 1. Sul calcolo dell’indice di una funzione razionale. 


1. Consideriamo la funzione razionale 


della variabile reale # in un intervallo (f, y t,) e supponiamo che le due funzioni 
u € v sieno due polinomii, a coefficienti reali, primi fra loro. È noto (') che 
indice I, secondo Cauchy, della funzione g, fra t, e t,, è uguale alla 
differenza fra il numero delle volte che la £, al crescere continuo della t, da 
t, fino a t,, passa dall’infinito positivo al negativo e quello che la stessa %, 
nelle medesime condizioni, passa dall’infinito negativo al positivo. È noto an- 


cora che si ha: 


t, 
(0) 
(1) on = aretang.9(4) — arctang.e(t,) + x-I, 


to 
intendendo che la fanzione arctang.g sia sempre compresa nell’ intervallo 
t19 T E « /2 
(-5» 5): estremi inclusi (°). 
Osserviamo, prima, che nell’ipotesi che il wronskiano w: 


w= uv — uv 
delle due funzioni « e v sia diverso da zero e di segno costante per tutti i 


valori di t dell’intervallo (t, ; t,), si può dire chela funzione 9 avrà la derivata 
di segno costante e diversa da zero in tutti gl’intervalli, estremi esclusi, de- 


(4) Picard, loc. cit., pag. 187. 
@®) Picard, Ibid. V. anche Cesàro, Elementi dl Calcolo Infinitesimale (1897) p. 265, 





( i. 1 PIPE Ta, bus US ME 
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finiti da due radici reali consecutive, necessariamente semplici, dell'equazione: 


(2) ult) —= 0 
purchè appartenenti all’intervallo (f,,,). Ne segue che la %(t) sarà, allora, sem- 
{ pre crescente o sempre decrescente in tutti i predetti intervalli e che quando 
la t percorre, crescendo, l’intervallo (t, , t,) € passa per ognuna di queste radici, 
la funzione ® passerà sempre dall’ infinito positivo al negativo o viceversa a 
seconda che w conservi segno positivo o negativo. 
Se ne conclude facilmente che, nelle dette ipotesi, l’indice I della funzione 
o, fra t, e t,, sarà uguale al numero delle radici reali della (2), in (t,;t), € 
che il segno di I è lo stesso di quello di vw. 


2. Supponiamo, ora, che il wronskiano w non conservi, o non si sappia se 
conservi, in (f,, t,) valore non nullo e segno costante, e consideriamo la fun- 
i zione complessa : 


ft) = ut) + d0(t) 


della variabile reale #t in (#,; t,). Supponendo che la /(t) si possa spezzare nel 
| prodotto di y funzioni, certamente complesse : i 


(3) utiov=(u, + iv)(u, + iv). (uu Î0,) 


‘dove «,, e »,, sieno funzioni razionali intere della variabile reale #, necessa- 
riamente prime fra loro, e ponendo : 


UU at + = U,, 1 v' NIX AA Um Va b) 


m 


avremo identicamente : 


à 


m=% 


È MS A 
ut - è? na v? = Mea mn +— vige” 


Ma 


pid at 
é P ? va 


‘“eome si vede subito derivando i due membri della (3) ed eguagliando i coef- 
ficienti delie parti immaginarie, Se poniamo : 


d © Um 
E Di _ 
U 





bl n 


ni 


quest’ultima si può scrivere : 


n=V 


MA 
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su 


e per la (1), osservando che y è un numero interò finito : 


' 


(4) arctang.(t,) — arctang.g(t,) +71 = 


SU arctang'%,,(t,) — arctan gpu) ta esa 
4 


mal mae 


dove con I,, si è indicato l’indice, fra #, e t,, della funzione %,, e dove con 
arctang,‘(t) s'intende sempre l’arco avente %(t) per tangente e compreso nelle 


i Melita 7%; 
intervallo | —-;; 3) estremi inclusi. 
Possiamo, intanto, serivere dalla (3): 


me=v 


argom.(u + dv) = > argom.(%,, + è0,,) + 27k 


mal 


essendo % un arbitrario numero intero, ossia : 


mv 


(5) arctang. 9 = Naretang.o, | 7, 


mad 
ma ora l’intero 4 deve esser tale che il secondo membro di questa eguaglianza 
CI . . . 3 T T 
sia, come abbiamo supposto per il primo membro, compreso in |——-, |), e 
Aia 


stremi inclusi. 


Se poniamo : 


n 
arctang.Pm = Im} con lQm| <14 


le condizioni alle quali deve soddisfare Vintero % sono : 


me m=vV 
i cal 
TA s(! + 0») Ss k S s(! —S t») Ì 
maA MA 


alle quali si piò soddisfare prendendo per % il valore : 


m=v 


il 
k, = s(1 Ai 4»(0) 


n= 


dove il secondo membro rappresenta il massimo intero contenuto nell’espres- 
sione in parentesi quadre e con l'avvertenza che, ove il valore di detta espres- 
Sione fosse uguale ad un numero intero positivo, si dovrebbe, diminuire di una 


unità il secondo membro, 
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Determinato così il numero intero k, abbiamo, per la (5): 


retang.e(t,) — aretang.o(t) — 


i 


pa DE (arotang.e.(0) — arctang.p.(l) | (Hi, — k,) -T 
y mt 
| > per la (4): 
È (6) I SES + 6 
M=eL ;i 
(dove si è posto : ; 
Gees Ls ca La 


Se per indice della funzione complessa ft) intendiamo Vindice, nel senso di 
(Cauchy, della frazione razionale che ha per numeratore il coefficiente 
“della parte immaginaria e per denominatore la parte reale, la formola (6) 
— dice semplicemente che l'indice di un prodotto è uguale, a meno di 0, alla somma 
"da egl’indici dei fattori, come facilmente si poteva prevedere, giacchè, in un certo 


x 


“ senso, il detto indice non è che una parte, a meno di un fattore, dell’ indica- 









tore logaritmico di Cauchy. 
— Supponendo, infine, che il wronskiano %,, conservi segno costante e non 


si annulli in (t,, #,) ed indicando con r,, il numero delle radici reali, nel detto 
intervallo, dell’equazione : i 


RAI en LI 


x 


possiamo, per quanto si è detto nel numero precedente, ed a causa di (6), 
scrivere 
mer 


(7) I => sign.w,, + 0. 


MA 


3. Consideriamo, in particolare, le s radici : 


RARA 005 n Bd, 


necessariamente non reali, dell’equazione : 







5 fa =0 


di grado s in #t. 
Si ha, allora, identicamente 


x 


i ft) = A(t_—a — ib)t — a, — ib))...(t_-a,— 1îD) 


I 
DI 
7 x 


dove il numero A =4a,- i,; in generale complesso, è indipendente da #, 


0 


{ = 
Ie 
<-dia 
(5 

x 


le 
LATI 





AT IE o a: O Vers (i PAPI : è le. PREDA ic Reati ti 


i e 


Ce” “E 
a 


"pa 


FA ML 





0 ha 
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Osservando che il wronskiano w,, delle funzioni t — a,, e — d;; y è in questo | 
caso, uguale a d,,, ed è perciò di segno costante e diverso da zero, e che 
l’ equazione : i 


t_- a, =0 


ha l’unica radice reale «,,, avremo per la (7): 


È 
(9) ISIN seo 
Mat 
A 
nella quale formola si è posto: À 
e, = 0 se a, non appartiene all’intervallo (t,, %, 


e, —=1 se a, appartiene a (tf, t,)) e d, è positivo 


en == — 1 Se a, appartiene a (t,,%,) e d, è negativo. 
In questo caso, poi, il 9 ha Pespressione : 


m=s8 


1/06 pae ga 
(10) de È (1 = - arctg. do “uni N arctg. a 


MA 


m=s 


VOTO o b,, j 
Pic sli pre arctg. Pl —_ -D arctg. asti | $ 


Met 


Ne segue che, indicando con p il numero delle radici della. (8), le cui 
parti reali sieno comprese in (f, t,) ed i cui coefficienti della parte immagi- 
naria sieno positivi e con + il numero delle analoghe radici a coefficienti, della 
parte immaginaria, negativi avremo : 


(11) | =p_y+0. 


Conviene, ora, pel nostro scopo introdurre, in vece di p e % il numero { 
delle radici a parte reale negativa e quello 4' delle radici a parte reale posi: 
tiva, dell'equazione : 


: 
3 
i 


(12) fi it) = 0. 


- 


x 


A tal fine osserviamo che se il numero complesso a + ib è radice della 
equazione (8), il numero — 0 + ia è radice della equazione (12) e viceversa. 
Possiamo perciò e per la (11) scrivere: 


(18) =p-yH+0 I | 1 î 


it die è Laos led a. 
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Concludiamo, quindi, che l'indice della funzione razionale o(t), fra t, et,, 
‘è uguale, a meno di 0, alla differenza fra il numero p' delle radici « parte reale 
negativa e quello V' delle radici a parte reale positiva, dell’equazione (12), i cui 
coefficienti delle parti immaginarie appartengano all’intervallo (t, t,). 

Il primo membro della (12) è una funzione razionale intera, in generale 
| complessa, della variabile reale t; ma l'equazione : 


(14) fi— it)-f(it) = 0 


‘è, però, sempre a coefficienti reali. E poichè le radici di questa sono quelle 
della (12) e le loro coniugate, potremo, infine, concludere che l’indice predetto 
è uguale, a meno di 6, alla semidifferenza fra il numero delle radici a parte 
reale negativa e quello delle radici a parte reale positiva, dell’ equazione (14), i 
cui coefficienti delle parti immaginarie sieno compresi nell'intervallo (t,,t,) 0 nel- 
Valtro intervallo (—t,, — to). 


$ 2. Numero delle radici di un’equazione in un contorno. 


Sia ora: 
pen 
| (15) F(e) — Na, CA = 0) 
p=0 


un’equazione algebrica razionale intera di grado n, a coefficienti reali o com- 
‘plessi, e sia p. il numero delle sue radici contenute in un contorno ©, formato 


da segmenti di curve razionali, supponendo che nessuna radice cada sul con- 
torno stesso. Poniamo : 


a=@®%+ dy 


e sia C, uno dei segmenti predetti, ottenuto col variare del parametro t, da 
cui per le ipotesi fatte x ed y dipendono razionalmente, sempre nello stesso 
Senso, da ta, a t—=f, con a,< f,. La f(2), sul segmento ©,, assumerà, a 
meno di un fattore reale, la forma: 


(16) f.(t) = u,(t) + d0,(t) 


"dove «, e v, sono due funzioni reali, razionali, intere della variabile reale # 
‘@ prive di zeri comuni nell’intervallo (2, , f,.). 

Se indichiamo con %, il numero delle radici a parte reale negativa, e con 
p, quello delle radici a parte reale positiva dell’equazione : 


(17) f.(— it) =0 


i cui coefficienti della parte immaginaria sieno compresi in (4, , f,), oppure la 
‘ metà dei corrispondenti numeri delle analoghe radici dell’equazione : 


(18) f(— it)-flit) =0 
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i cui coefficienti predetti appartengano all’uno o all’altro dei due intervalli | 


(2, 8.) ed (—f,, — 2), avremo, per la (13), che l indice della funzione —, 

U, i 

fra a, € f,, sarà uguale, a meno di 0, a d, — p» 

È noto, intanto, che il numero p. delle radici dell’equazione (15), contenute 

nel contorno C, è uguale alla semisomma degli indici delle —, tra i limiti 
u 


É 
a, e 3, ('). Possiamo, perciò, per quanto è detto in fine al precedente para: 
grafo, serivere : 


; i 
(19) n Deli, legni ii) \ 


dove s, indica l’unità positiva o la negativa a seconda che il segmento ©, 
risulti, al variare di t da «, fino a f,, percorso positivamente (lasciando, cioè, 
l’area a sinistra) o negativamente e dove il sommatorio s’ intende esteso @ 
tutti i segmenti, formanti il contorno predetto. Il 6,, poi, ci è dato dalla (10) 
dove a, + id rappresenta il coefficiente di più alto grado s in t, nella (16), ed 
An, | ibm (M==1,2,...,8) sono le s radici dell’equazione; 


Osservando, ora, che l'equazione (17) (oppure la (18)) non può avere ra- 
dici nulle e che perciò il p, si può subito esprimere mediante %, ed il grado 
dell'equazione stessa, possiamo dire che la formola (19) risolverebbe il pro- 
blema propostociì, se si conoscesse il valore di Xs,6,, che in sostanza, dipende 
dalle radici dell’ultima equazione : 


f(t) 20 


Non sembra, tuttavia, che la determinazione di questo valore si possa 


ottenere senza uno studio sulla natura delle curve razionali, alle quali appar: 


tengono i segmenti C,, formanti il contorno C, e su questo punto ci ripromet= 


tiamo di ritornare. i 
V’è, però, un caso in cui detto valore si può subito determinare ed è 


quello di un contorno C formato da un solo arco di curva razionale (un? el | 
A 


lisse p. es.), che sia percorso positivamente al crescere continuo della # da 





SE } 
RODA | SÒ. $ | 
Risulta, allora, dalla (10), poichè le d sono tutte finite e non nulle: 
apt i, s 

A 

e poichè, in questo caso, è e = 1, avremo per la (19): 

1 È 

(20) pi (90) ; 

i 

(1), Picard, loc. .cit,, pag. 190; h 

% 


È 
ì 
a" 
| 








lecdioè: dl numero delle radici della (15), nel contorno predetto, è uguale alla 


I 
i ; 


semidifferenza tra il numero delle radici « parte reale negativa e quelio delle 
radici a parte reale positiva dell'equazione: 


REI), 


i oppure alla quarta parte della differenza tra i numeri delle analoghe radici del- 
| Valtra: 


ti 
i 


f(—it)-Mt) = 0. 


$ 5. Applicazioni a contorni ellittici o circolari. 


L'ultima ipotesi si verifica, p. es., e come abbiamo già accennato, nel caso 
si voglia calcolare il numero delle radici della (15), situate in un’area a con- 
torno ellittico. 

Supponendo di assumere un fuoco dell’ ellisse come origine degli assi 
ortogonali e l’asse focale come asse delle ascisse, le equazioni parametriche di 


detta ellisse di asse maggiore 2a e di eccentricità e, possono (') essere : 


VE COMES 
o—taotatzi ; y=2aj1—èe- 


t 
et LL+? 


‘ dove il doppio segno corrisponde rispettivamente ai due casi in. cui l’altro 


fuoco si trovi sul semiasse positivo o su quello negativo delle ascisse. E fa- 


‘cile verificare che ciascuna delle due ellissi risulta percorsa positivamente al 


variare continuo della £# da —- co a + oc. 


Nell'ipotesi che la (15) sia a coefficienti reali, si avranno, dopo di aver di- 
Viso pel fattore reale (1-+ t°)-?, e dopo di aver cambiato, in /(t), la tin — è, 
le equazioni : 


“e (n) 
(21) >» OSO 1) * (14 Ate Dice £ DI «(1-49 =0 
ani 

p=0 
dove bisogna considerare i segni superiori, pel caso di un’ellisse, o quelli in- 
feriori per l’altra. 
____Il numero w delle radici di (15), in ciascuna di dette ellissi, ci sarà dunque 
dato dalla (20) in cui d e p sono relativi a ciascuna delle (21) e poichè il 
grado di queste è uguale a 2, avremo, poichè esse non possono avere radici 
nulle, 9 -+-p=2n e quindi: 


È u=òda n 


x 


la quale ci dice che il numero w predetto è uguale al numero delle radici a 


parte reale negativa della corrispondente equazione (21), diminuito del grado della 


data equazione. 





z 
n _ _ ____-. 


() Picard, lee cit., Vol. II, pag. 50L 
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Per e= 0 ciascuna delle due ellissi diventa una circonferenza di raggio 4 
e col centro nell’origine degli assi. Le (21) prendono, allora, unica forma: 


pen 


1+ va, a"t1 +2 (1—P=0 


Pa=0 


e poichè questa ha già » radici a parte reale (radici reali) negativa, prove- 
nienti dal fattore (1 -{- t)", possiamo concludere che il numero delle radici di 
(15), @ coefficienti reali, nella circonferenza di raggio a, è uguale al numero delle 
radici a parte reale negativa dell'equazione: 


pen 


(22) Daga 1 +9"1—1=0 


p=0 


che è di grado uguale a quello della data ('). 
Per l’ ellisse di semiassi a e db, col centro nell’ origine degli assi e di 


equazioni parametriche : 


Er, RA 
eat; : db, 
14? 4 i 148° 


percorsa positivamente al crescere, con continuità, della t da — co a 4+- 00, 
si otterrà, con ragionamento analogo al precedente, che è numero delle radici 
di (15), a coefficienti reali, contenute in detta ellisse è uguale al numero delle 


radici a parte reale negativa dell’equazione: 


p=n 


(23) Si [a(1-4 #) + 200]? (1— P=0 


p=0 


diminuito del grado della data equazione (15). 
Quest'ultima (23), per d = a, dopo aver diviso pel fattore (1 +4 t)?, ricade 


nella (22), come doveva essere. 
Finalmente per un’area a contorno ellittico, di semiassi 4 e d, prendendo 


per assi coordinati rettangolari rispettivamente l’asse focale e la tangente ino 


(4) Andreoli, loc, cit, 
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uno degli estremi di questo asse, e di equazioni parametriche : 


2a : LOTA 2bt 
1+f i ‘RIO 





“’stam 


UNÌ 


dove il doppio segno corrisponde rispettivamente ai due casi in cui il centro 


x 


della curva è situato sul semiasse positivo o su quello negativo delle ascisse, 


| percorso, in ciascun caso, positivamente, al crescere continuo di t da — co a 
«—— oo, otterremo che il numero delle radici della data equazione, in ciascuna 
delle due aree, ci è dato rispettivamente dal numero delle radici a parte reale 





negativa dell'una o dellaltra delle equazioni: 


pen 


(24) Danrafa+by?.(1—#P=0 


p=0 


pen 


(25) op; apt"? (at + dDI'P.(1 — #P =0 


p=0 


diminuito del grado n dell'equazione data. 
Per D —=a, cioè per i casi di due aree a contorno circolare, di diametro 


d= 2a, con i centri sul semiasse positivo o su quello negativo, rispettiva» 
«mente, delle ascisse e tangenti all’asse delle ordinate, la (24) pel primo caso 


e la (25) pel secondo diventano, dopo di aver diviso per il fattore (1-1-t)", che 
dà già » radici a parte reale negativa : 


pen 


(26) Da a?.(1 iP =0 


00) 


pen 


(27) Nazar tra =0 


p-=0 


notevoli per il modo semplice con il quale si ricavano dalla datà equazione. 


Concludiamo che il numero delle radici di (15), a coefficienti reali, nell’una 0 
nell'altra delle due predette circonferenze, è uguale rispettivamente al numero delle 
radici a parte reale negativa della (26) o della (27). 


FoL: LX. 27 
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$ 4, Condizioni perchè un’ equazione abbia tutte le radici reali. 


Vogliamo, infine, fare un’altra applicazione della formola (18) per ricercare 
delle condizioni necessarie e sufficienti perchè un’equazione : : 


pen 


(28) Sa, REA 


p=0 


algebrica razionale intera, di grado n, abbia tutte la sue radici reali oppure 
tutte reali e, p. es., positive. 
Osserviamo, a tal fine, che, dalla definizione stessa, risulta che 1 indice 


, 
della funzione razionale FT: tra 2, € 2,, con &<?2,, nell’ipotesi che 
le radici reali della (28) sieno semplici, è precisamente uguale, in valore as- 
soluto, al numero di dette radici in (2,2), giacchè la F‘(2) tra due radici 
reali consecutive della (28) si annulla un numero dispari di volte. Il segno di. 
F'(20) 
F(%0) | 

Segue subito dalla (13) che quando questo segno è il positivo, il numero 
wu delle radici reali in (20, ,), della (28), è dato, a meno di 6, dalla diffe- 
renza tra il numero delle radici a parte reale negativa e quello delle radici a 





detto indice sarà poi uguale a quello di — 


- 


parte reale positiva dell'equazione : 
(29) F(— ie) — iF(— ie) =0 


i cui coefficienti della parte immaginaria appartengano a ( ; 2,), mentre detta 
differenza dovrebbe essere cambiata di segno, se il segno di cui sopra fosse 


F'(2) 
F(%9) 
ber = — 00; è positiva potremo concludere che il numero delle radici reali, 
supposte semplici, della (28) è precisamente uguale alla differenza tra il numero y 
delle radici a parte reale negativa e quello p di quelle a parte reale positiva 
della (29). 

Se il primo membro di questa lo poniamo sotto la forma u(2)-+-iv(z), con. 
e v funzioni reali, possiamo dire che il detto numero è uguale alla semidif- 


il negativo. 





Nel caso dell'intervallo (— 00, + 00), si ha 0= 0 e poichè la — 


P, 
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ferenza tra gli analoghi numeri delle radici di : 


(30) (u+ iv)(u — iv) = 0 


che è sempre a coefficienti reali. 


Poichè la data equazione (28) è di grado n e poichè la (29) non può, per 


le ipotesi fatte, avere radici nulle, si ha: 9 --p=» e quindi: 


u=2d9—- n, 


la quale dice che il numero delle radici reali, supposte semplici, della (28), @ 
coefficienti reali o complessi, è uguale al doppio del numero delle radici a parte 
reale negativa della (29), oppure al semplice numero delle analoghe radici di (30), 
diminuito del grado dell'equazione data. 


Ne segue che perchè la data equazione (28) abbia tutte le sue radici reali 


e semplici è necessario e sufficiente che la (29), o la (30), abbia tutte le sue ra 


dici a parte reale negativa. 


Applichiamo, da ultimo, questo risultato per trovare delle condizioni ne- 
cessarie e sufficienti perchè l'equazione : 


31 F(e)=@2"+a,e-'+...+a,_,2+a,=0 di 20 
4 41 


a coefficienti reali, abbia tutte le sue radici, supposte semplici, reali e  posi- 


___ 





tive. Ponendo 2 = #, risulta, da quanto sopra, che, essendo necessario e suffi- 


ciente che l'equazione : 


DI at Lat) LL... + a, + a,=0 


abbia tutte le sue radici reali, perchè la (31) le abbia tutte reali e positive 
occorre e basta che l’equazione : 


P(— it) — iD/(— i) =0 


at + 2n at! — at"? — 2in -—1)a,t"-3 +... ta,=0 


abbia tutte le sue radici a parte reale negativa. 
Applicando il criterio dell Hurwitz (') possiamo concludere che perchè 


(4) V. p. es. Orlando, Sul problema di Hurwitz, (Rend. Acc. Lincei, V. XIX, 1910) 


«ed anhe Bompiani, Sulle condizioni ece. (Giornale di Mat, di Battaglini, 1911). 
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la (31) abbia tutte le sue radici, supposte semplici, reali e positine | occorre. se 
basta che i minori principali del determinante di ordine 2n: 1a 





NA 






do 0 na ec!) 





° 
x 


—(n—1)a, —a, na di ERE di E 










(n—2)4q, a, —(n_1)a, —a, +... .0 






—(n—-3)a, —Mi 


(n_2)a, d, MONTORO 0 î 74 a 
0 0 0 0.) a 


sieno tutti positivi, supponendo, come è sempre lecito, a, positivo, 


: È 
we 
me: fr CA do 
y DI sf Roe 
A de li 


Premio Ernesto Isè ia 


Il Consiglio Direttivo del R. Politecnico di Napoli aesaglionai un premio di ciro 10 00 è 
l’autore della Memoria o delle Memorie originali sulla Scienza delle costruzioni (manoser itte 
stampate, ma non edite prima del 15 Febbraio 1922) che saranno giudicate pioù meritei 
apposita Commissione, 


Scadenza; 31 Dicembre 1923. 
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SULLA TEORIA ASTRATTA DELLE OPERAZIONI 


NOTA 
DEL 


s Dott. MARIO MANARINI (a Bologna) 


In questa Nota vogliamo occuparci di una catena indefinita di operazioni 
per le quali valgono le leggi commutativa ed associativa e per ciascuna vale 
ila proprietà distributiva rispetto all’operazione precedente. 


1. — Chiameremo operazione di primo grado l’operazione di addizione dei 
due numeri qualunque @ e d. Questa operazione ordinariamente viene indicata 
icon la scrittura a +- d. 

Indichiamo con £, un simbolo operatorio che applicato ad a e d dia per 
risultato la somma di questi due numeri. 
Sarà dunque: 


| Q (ada + bd. 


La scrittura £, (a,b) rappresenterà, ad un tempo, V’operazione di addizione 
applicata ad a e d ed il risultato di questa. 

L’addizione è un’operazione a risultato unico e per essa valgono le pro- 
prietà commutativa ed associativa. 


La prima viene espressa dalla relazione 
= Q, (a,0) =, (0,0) 
e la seconda dall’uguaglianza: 
2,39, (ad), ct =Q, fa, 2 (d,0)j 


i cui due membri si potranno quindi sostituire con la scrittura £, (a,b,c). Mo- 


x 


‘dulo od invariante dell’operazione di addizione è il numero a, =0 poichè è: 
Q,(a,0) —=a. 


2.— Chiameremo operazione di secondo grado Voperazione di moltiplica- 
zione applicata ai due numeri a e d. Comunemente si scorge questa operazione 





fienile at e A n a Lai ii 
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nella scrittura a><d e facendo uso dei simboli ope ‘ratori, indichiamo con 9 
quell’operatore che applicato ad a e d dà per risultato il prodotto di a per > 
cioè : 


O (adl=axb=0-b. 


La scrittura ®, (a,b) sta ad indicare ad un tempo l’operazione che viene 
applicata ai due numeri entro parentesi ed il risultato di essa. 
Per la moltiplicazione vale la proprietà commutativa : 


la proprietà associativa : 


2}9,(a,0),cj=9,ja,Q,(b,)t= 9 (a,b,0); 





ed infine vale ancora la proprietà distributiva rispetto all’addizione : 





( } So a) è 
S,;a, 2, (b,e)j = Q,39, (ad), Q (a,c)}. 
Modulo od invariante dell’operazione di moltiplicazione è il numero 0, =) 
poichè è: 
Quai 
5. — Chiameremo operazione di terzo grado l’operazione che applicata ad 


a e Db dà per risultato il numero 4% ove log d è il logaritmo naturale del 
numero d. Sarà dunque, definendo questa operazione col simbolo operatorio 9; 


O (a,b) = 9000. 


Osserviamo come si possa anche scrivere 


9, (a,b) — de (log a , log db) (1 


to) 


ove e è la base dei logaritmi naturali. 
Verifichiamo che per questa operazione è valida la proprietà commutativa 

ossia che è: 
2, (ad) =Q, (0,4). (1) 


Infatti si ha per definizione 


e (log a , log d) Q, (log db, lo 


+ 5 5 ) 
Q, (ab) = ; Q(ba)=e 


dalle quali, tenuto conto della proprietà commutativa valida per la moltiplica- 
zione e della proprietà transitiva dell'uguaglianza, ne discende la (1). 


kb 










E. “ X-Bi6% 


Per questa operazione di terzo grado vale pure la proprietà associativa: 


ra 
+ AI] 


- 


We 


Le 2}, (0,5) ef= 9 ja, 9, 0,0) (1) (2) 
Per definizione si ha infatti : - 


Q, (log a, 0g 8) Q, $ Lo (loga, log db), logc 


3 





v" 


4 


| ; 2, (log d, loge) O, sloga,Q, (log bd, logc)? 
A 9,}a, 9, (0, =9}a,e logo) _ 8a} , log 0) { 


alle e quali, tenuto conto della proprietà associativa della moltiplicazione e 
la proprietà transitiva dell’ uguaglianza, si ha la (2). Ciascuno dei due membri 
la (2) si potrà pertanto rappresentare con la scrittura 2, (a,b, c). 

i: questa operazione non vale la proprietà dietlipntivà rispetto all’addi- 
ione, ossia dico che in generale è: 

si 274,9, (0,0) +39, (0,0), 2, (at. 


Infatti per definizione si ha: 


Qo Sloga, logQ (b,c) 
Q,ja,92,,(b,e)j=e 


Q, ì 9, (4,0) ’ Q, {a,0)% 3 Q, i Re SIRSEE ALL Sa (log a , log c) 


} 





Se valesse la proprietà accennata dovrebbe aver luogo l'uguaglianza 


Sat 198 a ,logQ, 0,09); 90 


nni 254 , 





Q, (log a, log b) © (loga,loge) 
e Cis 


log a:log (db + e) log a:log d log a:log e 
e =NE 


+ e 


log (d los è lo 
FIORA za g ge 


+ @ ‘ 


Ma ciò in generale non è, salvo che per a = e, 
fa fi î 


ur 
Su 
be 


7A è A . x ‘ n tI . i i $ i sa I 
() Con la serittrita comune la proprietà associativa di questa operazione si esprimerebbe! 


Mi. | log log e > #1 log ) 
per bal a sed b 
Ri | | 


att. wet Vede a. darti e. 





cor ra 3 lin dle è biden de ai Di | “a 
+ du 
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Invece per l’operazione di terzo grado vale la proprietà distributiva ri- 
spetto all’operazione di secondo grado, ossia rispetto alla moltiplicazione : 





Q fa, Q(b,)j=,}, (0,0), L (4,0)} (3) 


Osserviamo che si dovrebbe verificare la proprietà distributiva destra, 
espressa dalla relazione (3), e la proprietà distributiva sinistra : 


2,59, (a,0),c{=9,59, (4,0), 2, 0,0); 


ma la validità della proprietà commutativa per questa operazione, ci riduce 
il compito alla sola verifica di una delle due proprietà accennate, ad esempio 
della (3). Si ha allora: 





log b, 1 loga, Q (log b,1 
ta, O, Vo) = ge Le Q, (log 3 , log 0) { 


Q 





’ 


239, (ad), Q, (a,ejt = 


3 


i (108 as 1ogd) — O ogioodone PI 
; = 


i; 3 9, (log a, log bd), 9, (log a, log 0)} 


Q 
€ 
dalle quali sfruttando la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto 
all’addizione ne discende immediatamente la (3). 

Calcoliamo ora il modulo 2, di questa operazione. Dovrà essere : 


‘ Q (loga, 108 vs) log a 
SC. (a, o) —@ ossia oto (96 088) qa = 


per modo che dovrà verificarsi la relazione £, (log a, log &,) = log a. 

Si scorge allora che logo, viene ad essere il modulo dell’operazione di 
secondo grado, ossia log a, = a, —=1 e quindi a, = e. 

Concludendo : L'operazione di terzo grado definita dal simbolo RT L 
gode delle proprietà commutativa ed associativa, della proprietà distributiva ri- 
spetto all'operazione precedente di secondo grado, Il suo modulo è il numero e 
base dei logaritmi naturali. 


4. — Definiamo ora una successiva operazione che cane di quarto 
grado, definita dall’operatore £, mediante la relazione : 


O (loga, log d) 
LAO) 


che si può anche scrivere : 
logs d log, @ . logs d 
€ 


Q(ab—= e — 6% log, = log (log.) ] 





ta 
* 
Y 
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_ Per questa operazione vale intanto la proprietà commutativa : 


O, (4,0) =, (5,a) (4) 


‘I 




























Infatti si ha per definizione : 


RA (log a , log b) RA (log d , log a) 


O, (ad) = O, (b,a) = 


la eui, in forza della proprietà commutativa valida per l’operazione di terzo 
grado e, come al solito, della proprietà -transitiva dell’uguaglianza, ne discende 
a (4). Vale pure la proprietà associativa: 


: QQ (ad) ,ct= Q,$a,Q,(b,0)t. (5) 
Infatti si ha 


ue. log loe db i To 
2,39, (a,d), cf 9, 0080, 0g D) OSE 0g 1) log e{ 


| log a log d , log 
°3 ie a 


lalle quali ne deriva immediatamente la (5). 
Infine verifichiamo che per questa operazione vale la proprietà distributiva 
rispetto all’operaziane di terzo grado : 


Q,}0,9, 0,9) {= 9,32, (4,0), Q, (0,0) (6) 


nostrare soltanto, ad esempio, la proprietà distributiva destra espress@ PLS 
lalla: relazione (6). Si ha per definizione : 


O, ) # O, (0,0) se es $ log a , log Q, (b,c) ; Sa es 3 log a, £), (log d , log °){ 


bi i S DEAR 
9, 9, (a,b), 2, (ao) t = Q, RIA (log a , log Db) 8a (loga , loge)) _ 


Q,3Q, (loga, log), Q, (log a, log c){ 


lalle quali con facile osservazione ne discende immediatamente la (6). 
VA Pi È î . 
. Si potrebbe verificare invece che per l’operazione di quarto grado non 
ale la proprietà distributiva rispetto alle operazioni di primo e di secondo 
rado. Calcoliamo ora il modulo 4, di questa operazione. Dovrà essere : 

i Q (log @,10g x) loga 
Q(a,a) = ossia: GURS OT IE n ‘eri 
«e quindi: 
CARNE Q, (loga,loga,) = loga 


, 
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Valendo per l’operazione in parola la proprietà commutativa, basterà di- _ 








io 
a 

ii 
bf 
“ 


A IT AI 


Ae 


Cet: 
0 PRI 


no 
eta 
RAI. 


bi ® 
APRI 
sat. 

Pe va 


È Wo 
uil 7 ii At 


è i TONE e T.. dio | 
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il che denota essere : 
loga, = a, 
da cui 
; dg € 
CIR Mn (E 


Concludendo : L'operazione di quarto grado definita dall'operatore O, gode 
delle proprietà commutativa ed associativa, e della proprietà distributiva rispetto 
alVoperazione precedente di terzo grado. Il suo modulo è il numero e*. 


5.— Da quanto precede risulta che per tutte le operazioni fin qui de- 
finite valgono le proprietà commutativa ed associativa e la proprietà distribu- 
tiva vale soltanto rispetto all’operazione di grado immediatamente inferiore. 
Si scorge inoltre facilmente la legge con la quale queste operazioni vengono 
successivamente definite prendendo come ‘ope razione iniziale o fondamentale 
l'operazione di addizione. Cioè ognuna di esse, dall'operazione di secondo grado 
in poi, è definita da una potenza che ha per base il numero e e per esponente 
il risultato dell'operazione di grado immediatamente inferiore applicata ai loga- 
ritmi naturali dei numeri sui quali si vuole applicare Voperazione iu discorso. 
Inoltre il modulo di ogni operazione, dalla moltiplicazione in poi, è dato dal nu- 
mero che si ottiene innalzando il numero e ad un esponente uguale al modulo 
dell’operazione di grado immediatamente inferiore. 

In generale potremo dimostrare la seguente proposizione: 
; Chiamata operazione di primo grado l’operazione di addizione definita dallo 
operatore ©, applicato ai numeri qualunque a,b rimane determinata una succes- 
sione indefinita a destra, di operazioni definite dagli operatori 2, , 2, Qu, ...Q,... 
per le quali valgono le proprietà associativa e commutativa, mentre la proprietà 
distributiva vale soltanto rispetto all’operazione di grado immediatamente inferiore. 
La legge per la formazione di questa successione è la seguente : r 

L'operazione &,(a,b) di grado n è definita da una potenza che ha per base 
il numero e e per esponente il risultato dell’operazione di grado (n — 1) applicata 
ai logaritmi naturali di a e b. IL modulo di ciascuna operazione è dato dal nu- 
mero e innalzato ad un esponente uguale al modulo dell’operazione di grado im’ 
mediatamente inferiore. 

Avendo verificata questa proposizione per le operazioni di secondo, terzo 
e quarto grado supponiamola dimostrata. sino all’operazione di grado n—1 e. 
verifichiamo che essa risulta verificata pure per l’operazione di grado n, Cioè 


facciamo l’ipotesi che per operazione : 


Q 


_, (log a, log d) 
Q,-, (a,b) = e"? 
III 
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iano valide le proprietà commutativa, e associativa e valga la proprietà di- 
tributiva rispetto all’ operazione £,_, (4,5). 

. Vogliamo provare che pure per l'operazione di grado » vale la proprietà 
sommutativa : 


Mi 
2 


O, (a,b) = ®,, (0,0). dea LI. 
Infatti è per definizione 
Mn eta (log a , log d) 
Q,,, (log d, log a) 


SE (pra) 2044 
in forza dell’ipotesi fatta è: 
9, (loga,logd)=2,-, (log db, loga) 


% 
onde la (7) ne discende per la proprietà transitiva dell'uguaglianza. 
. Verifichiamo ora che vale la proprietà associativa : 


O, } O, (4,0) 3 ‘ = Q, 3 4, Q, (0,0) $. (8) 


— Infatti si ha: 


92,59, (ab), ct=0Q, O Pa (log a, log A 5 | > RIT $Q,_, (loga,logb),loget 
d 2 )a, Q, TAI ERNIA RI (log d , log 0) pal eta sloga,Q,_, (log db, logc) { 


è tenendo conto dell’ipotesi che per l’operazione di grado n —1 valga la pro- 
prietà associativa si ha: 


9-32, (logaz log d), logecj=,-,jlog@,Q,, (log bd, log c)j 


ed allora in forza della proprietà transitiva dell'uguaglianza potremo conclu- 
dere con la (8) i cui due membri li potremo scrivere semplicemente £, (a,0,0). 
| Verifichiamo infine che per l'operazione di grado » vale la proprietà di- 


ributiva rispetto all’operazione di grado n — 1: 
O 3, La (0) = Lt (4,6); 2, (ac) é (9) 


È Si dovrebbe verificare la proprietà distributiva destra e la proprietà distri. 
putiva sinistra, ma poichè vale la proprietà commutativa il nostro compito è 
idotto a verificarne una soltanto, ad esempio, la destra che è appunto espressa 
lalla relazione (9). 
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Abbiamo per definizione : 
ì Q __ (logb,log e) Q,, Sloga, Q,_, (logb, log 0) 
Q,30, (0,0) = 270,0 NB ERE i ae a ali i 


La 00801080] _ 


Mt, \ 9 _. (loga, log db) 
Q,-, } Q, (a,b) 5) LL, (4,0) $ Mesi @ (A n) 





la etna } Ù, (log a, log d), Y,-, (log a , log e) î 
Avendo supposto che per l’operazione di grado n — 1 valga la proprietà 
distributiva rispetto all’operazione di grado n — 2 sarà: 


Q,-,jloga,Q,-,(logb, loge)j = Q,,}Q,-,(loga,logd), Q,-, (loga,logc): 


per la quale immediatamente ne discende la (9). 

Fatta l'ipotesi che per operazione di grado »n — 1 non valga la proprietà 
distributiva rispetto all'operazione di grado n — 3 od inferiore, sarebbe facile 
verificare che per l’operazione di grado »n non vale la proprietà distributiva 
rispetto all’operazione di grado » — 2 od inferiore. 

Veniamo ora all’ultima parte del teorema, cioè a verificare che se 2,_, è 
il modulo dell’operazione di grado n» — 1, il modulo dell’operazione di grado 
n è il numero : 


ob 
Da ECHI 


Infatti il numero 2, deye essere tale da verificare l’ uguaglianza 


Q, (4,0) =@ 


ossia 
etna (log a, log &n) De SI Pao a 
per la quale necessita che sia 
Q,-, (loga,loga,) —=loga i 


re VV 


dal che se ne deduce che log 2, deve essere il modulo dell’operazione di grado 
n — 1, ossia 

...(n—2) volte 

e 


Un, — gÉ 


logo = onde risulta REMO 
OSSERVAZIONE: Negli sviluppi precedenti abbiamo usato come sistema | 
logaritmico i logaritmi naturali. Scegliendo come base dei logaritmi il numero 
positivo m qualunque si otterrebbero analoghe conclusioni bastando mutare 3 





PeR “°° a 
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soltanto il numero e nel numero m e log. nel log,,. I successivi moduli delle 
at © : : | 
operazioni risulterebbero dati dai numeri : 
, , , 


0. di. a » 
mn amm di — MM 


() 


.»..(n—2) volte 
USAI ae min = = um" 2 
i 
6. — In tal modo abbiamo ottenuto una successione indefinita a destra 
di operazioni, definite dagli operatori 9, , 2, 2, ,... Qu pei» 

Vediamo ora come codesta catena si possa prolungare indefinitamente 
anche a sinistra. Per analogia indicheremo con &,, 2, Q_, ;.0. 2,0 
rispettivamente gli operatori che applicati ad « e d definiscono successivamente 
l’operazione precedente. Osserviamo pertanto il modo con cui possono venir 


altrimenti definite le operazioni studiate. 
log 9, (e, e’) — log (e°.e) —a + dbB=9Q, (a,b) 


log 9, (e“, e°) = , (a,d) 


f 


(1,0) 


) TA 
log 9, (e, e) = logletn = 00 


< 
Ossia il risultato di un’ operazione applicata ad a e d coincide col lo- 

garitmo del risultato dell’operazione seguente applicata ai numeri e ed e”, Ri- 

manendo così definita una operazione in funzione dell’operazione seguente, de- 

finiamo nello stesso modo l’operazione precedente all’operazione di primo grado 

il cui simbolo operatorio relativo lo indicheremo con ®, . 

Poniamo per definizione : 


2, (a,b) = log L; (e 0°). 
Vale evidentemente la proprietà commutativa: 
Q, (a,b) = 9, (0,4) 


‘poichè detta proprietà vale per l'operazione di primo grado. Verifichiamo che 
vale la proprietà associativa : 





Qta, 9, Gj= 9,5 (00), e | co 
Per definizione è : 


Qta, Q (0,0) =}, logQ, (e, e)t= log L,}e, 9, (ene) 


d,} 9 (2,0) e {= L} log Q, (e, e), cf =1log Q,}9, (0%, 2°), 0°; 













ne discende la (10). 
| Verifichiamo ora che per l’operazione di primo grado «vale la proprietà 
distributiva rispetto a quest’ultima operazione che potremo chiamare, per ana» 
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Ù e di qui, per la proprietà associativa valida per l'operazione di primo grado 
P 
logia, operazione di grado zero : 


Q sa, 2, 0,i= 9,52, (a,b) 2 (4,0)}. (11). 


Infatti per definizione è: 





Qia, bf =L a, log 2 (e, e) i =ilog de, Quero 
i ’ 30718 4 PASS NEC) 2? Tse ) 


SL 32, (a,b), 2, (a,)j =, } log Q, (e, e), log*Q, (e°, e) = og Q,3 2, (64 .0),9, (e, A 
dalle quali, valendo la proprietà distributiva dell'operazione di secondo grado 
rispetto a quella di primo, ne discende immediatamente la (11). Si potrebbe. 
dimostrare che Voperazione di secondo grado non è distributiva rispetto a 
questa operazione di grado zero. i 
Determiniamo il modulo «, di questa operazione. Dovrà essere: 


O (a, a) =@ 


quindi sarà : 





li Y (a, a) = 1089, (e se .) =@= log (e°) 
È ro i n 

$ e quindi 

» 

o 

o(* e) 

È . 

da cui 

ki. 4 

| A) 


ed ancora 


7. — Definiamo V’operazione £_, (4,06) come l'operazione precedente alla 
operazione £, (4,6) e che chiameremo operazione di grado —1. Porremo per de- 
finizione i 


la. 
S6 


Q_, (a,b) = log D, (6°, e°), 
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Si vede subito che vale per questa operazione la proprietà commutativa, 
giacchè vale detta proprietà per l’operazione sncecessiva di grado zero, ossia è: 


Q_, (ab) = 2, (6,9). 
> Verifichiamo che vale la proprietà associativa : 
Q_ SQ, (ab), ct =Q_,5a, 2, (6,0)? (12) 


Per definizione è: 


Ne: 9, (a,b), cj = Q_,}log A (e, e); cf =1log 2,39, (e, e), e°3 





Q_, ja, 2, bf = 2, ja, log 2, (0°, e)}=1og 9, }e%, 9, (0°, 094 








e valendo la proprietà associativa per l'operazione di grado zero la (12) ne 
discende facilmente. Verifichiamo che per Voperazione di grado zero vale la 
proprietà distributiva rispetto all’operazione di grado —1, ossia che dovrà 
aversi: 


Aa, 2, (be)j = 2,39, (a,b), 2, (4,0) $ (13) 
Infatti per definizione è : 


% tag, 00934, log 2, (ene) dop rien Lee)! 





R_,59,(4,5), 9, (a,o=_, $ log Q, (e°, e0) log Q, (e°, ef=Xlog 2,39, (e, e), Q, (e°, e9)$ 
e valendo la proprietà distributiva per l'operazione di primo grado rispetto 
all’operazione di grado zero, ne discende immediatamente la (13). Determiniamo 


il modulo @_, di questa operazione. Dovrà essere 


Q_(a,ja_) = dl 


; È > 9-,(a,a_)= log, (e, ea sa=10g° (68) 





PIRO Rn 


PRIVE RTRT. PR EIRTT EEIRI le | 
È Ò (37 i! Ù Pai 
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ossia 


SB 
e 1 slag=="—0d 


da cui a_, =log(—c0), numero complesso avente infinita la ‘parte reale e 
(2k + 1) ri la parte immaginaria. 


8. — Supponendo ora di aver definito successivamente le operazioni, 
mediante gli operatori €, fino all’operazione di grado —(n—1) definita dall’ope- . 
ratore £_,,,, supporremo che per quest’ultima operazione valgano le proprietà 


commutativa: 





SLI (a,b) = O IS (b,a) , (14) 
associativa : 
Q_n41}Lunt, (0,0), {= L_n4,30, Lap (0,0) = Q_,4, (0,b,0) (15) 


ed ancora supporremo che l’ operazione successiva ossia di grado —n+-2, sia _ 
distributiva rispetto ad essa, cioè si abbia: 


Lib $ A, SEO (0,0) $ == Rat ) ola (a,b) ’ Ico (4,0) ‘ È (16) 
Modulo di questa operazione supporremo che sia il logaritmo del modulo 


dell’operazione di grado superiore il quale, come è facile verificare risulterebbe 
uguale al numero log,-,(— co) = logl-®".....log (— 00). ] 


9, — Supposto questo, detiniamo un’ operazione che chiameremo di gra- 
do —n, precedente all’operazione di grado —n--1, mediante la relazione : 


A A È ? 
O, (ad) = log Q_,1, (e, 09) + 
Per questa operazione vale la proprietà commutativa : 
9 DD) (1,0) SG da, (Da) x 


in forza della (14), valida per ipotesi. Vediamo come per l’operazione di grado 
—n valga la proprietà associativa: 


Q_, 92, (4,0); ci: = 3a: Ad). (17) j 
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Infatti per definizione è: 


a 


Snia (A,0) 6; — Q__}log Q_,4, (6,0), 0 = log Q,4,3 8,4, (e) e2; 


peas, (0,0) — 2,3 a, log Q_p (ee) = log 2,4, 50°, Q_4, (0, 09)t. 


pi 


Dalle quali in forza della (15) ne discende facilmente la (17). Ugualmente vale 
la proprietà distributiva dell’operazione di grado —n-{+1 rispetto a questa ope- 
razione di grado —n: 


= 


Dati $ 4, La (b,6) $ a Q_, ; dub (a,b) ’ Sh (4,0) $ (18) 


Infatti come al solito per definizione si ha: 


{ 4] ; Ad, Q, (5,6) L = PLEROA 3 a, log ISTE (e’, e°) ° —_ log Uno ) e, Qua, le e°) î 


| e» ; Q,b, (a,b) , LES (4,€) $ = Qu, ) log BETA (e, 6°) ’ log IAER (e, Sao 


ri log dot $ VE ha (e‘, e’) , Lab (e°, e°) : 


I 


«dalle quali in forza della (16), la (18) discende immediatamente. 
Caleoliamo ora il modulo 2_,, di questa operazione. Esso sarà tale da dare : 


2, (a b GE = 


ossia 


verano log We, (e, di ==ta = loge*) 


‘per modo che dovrà essere : 


È dm ai a 
Ao (ee = 


fi 025) 
da- à CA L A_nk, 









DIG Ea log Ant, _ log, (Gr 0) y 


10. — Prolungata così indefinitamente la catena di operazioni anche 
da la parte sinistra, possiamo concludere riassumendo : 

» Chiamata operazione di primo grado l'operazione di addizione, definita dal- 
| voL, LX. 29 


fa , 
wa 
Db. £ 
* SN 
3 


pr A 


= ; Le fi A x È 
LL A È e VAS AT 
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«WS per le quali valgono le proprietà commutativa ed associativa, mentre la proprietà 
distributiva vale soltanto rispetto all’operazione di grado immediatamente inferiore 
Ciascuna operazione applicata ad a e b può definirsi come tale da dare per ri- 
Si sultato, il risultato dell’ operazione precedente applicata ai numeri log a, log b; 
AR oppure come tale da dare per risultato il logaritmo del risultato dell’operazione 
seguente applicata ai numeri e”, e. La prima definizione riesce opportuna per 
definire le operazioni che seguono Voperazione di addizione e la seconda invece 
i per definire quelle che precedono l'operazione di addizione. Modulo dell'operazione 
fe: di primo grado è il numero zero; modulo di ciascuna altra operazione è una po 
tenza del numero e con Vesponente uguale al modulo dell’operazione precedente j 
De - oppure è il logaritmo del modulo dell'operazione seguente. Le operazioni che pre 
cedono lV’operazione di primo grado, ad eccezione della prima che ha per modulo 
—c0, non hanno modulo reale. (ERRE 
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dal 1913 al 1922 
51-60) 


(Volumi 


ABBONDATI CLARA — Dimostrazione vettoriale di al 
cuni teoremi di Kasner . È 
ACCADEMIA PONTANIANA DI NAPOLI — Avviso di con- 
corsi al premio Tenore . 


Id. Id. 


ACCADEMIA REALE DELLE SCIENZE DI BoLoGNA— Con- 
corso al premio Cesare Arzelà . 


ACCADEMIA REALE DELLE SCIENZE DI NAPOLI—-Con- 
corso a premio 


. . . 


ACCADEMIA REALE DI SCIENZE LETTERE ED ARTI DI 
PALERMO — Avviso di concorso al premio S è n- 
sales. È 


A IJELLO CARMINE — Sopra un’equazione: differenziale 
che si integra con V’integrafo polare Pascal . 


ALASIA CRISTOFORO — Un sistema di equazioni in- 


determinate , 7 : ; 
AMALDI UGO — Forme isobariche e cambiamenti di 
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SULLE TRASFORMAZIONI DI RIBAUCOUR 
DELLE RETI IN UNO SPAZIO EUCLIDEO 


DI 


GIANNINA STEFANINI (a Messina) 


PREFAZIONE 


Per esporre lo scopo del presente lavoro occorre richiamare le proprietà 
fondamentali delle trasformazioni delle reti O di uno spazio a n + 2 dimen- 
sioni; queste proprietà che, sotto certo aspetto, generalizzano quelle già note 
delle trasformazioni di Ribaucour perle superficie dello spazio ordinario, 
sono ormai note per una Memoria di Calapso, col titolo: « Sulle trasfor- 
mazioni dei sistemi di linee, coniugate e ortogonali, nello spazio S, [Annali di 
Matematica. Tomo XXX della serie I£[I, pag. 119|» () 

T/Autore in questo lavoro fa uso esclusivamente delle coordinate pen- 
tasferiche. 

Partendo da una rete (P), per ipotesi ortogonale, e formando due tra- 
sformate di Ribaucour (P’) e (P,) è osservato che il piano PP'P, invi- 
luppa una rete in generale 2C, ma che può ridursi ad una rete C in casi 
particolari. Il caso di riduzione di grado è enunciato dall’Antore senza di- 
mostrazione. 

Lo scopo principale del presente lavoro è la discussione analitica con 
procedimento diretto, di ricercare tutti i casi di abbassamento di grado per 
la rete, confermando così i risultati stabiliti da Calapso sinteticamente. 

In questa Memoria ho limitato le mie considerazioni allo spazio ordinario 
ed ho fatto uso soltanto di coordinate cartesiane, essendo sufficienti per il 
mio scopo le proprietà ordinarie dello spazio euclideo S,. 


(4) Quando mi accinsi allo studio di questo argomento presi conoscenza dei risultati di 
Calapso dal suo manoscritto originale. 


VOL, LXI, di 1 


E E 


Siand 4, x,7T,8--- 
che descrive una rete O, e siano 


“ 
Sat 


VI 
< 





Formule relative alle trasformazioni di Ribaucour - 


per le reti O e alle congruenze %. 


UFRERAU PRERLIFSE Paes 


dn 3dn4, + Cn4y le coordinate di un punto P di uno 


È 


È É 
* 3 n 9 nt ta 


3 Ino NMatio lnta 1 i x 


i coseni direttori delle tangenti alle dune curve della rete passanti per P; 
le coordinate di P_sono funzioni di due variabili x ev, tali che 














dx; Xi 
(1 = o s — cli. 
du 4 d 
È noto che i coseni direttori delle tangenti alle curve della rete si pos- 
sono interpretare come le due ultime righe di nn determinante ortogonale 
di Guichard: 
Ly Cale Tn TI nti TI n42 
Lay Vog +00 dan d'a n+2 La n+2 
(2) . . . . . . 
Cny Cng + +» 0 Lan La nt La nto 
S, + n, En SRI Snto 
N Na 000 Ma Nati Nnte 
i cui elementi soddisfano a relazioni della forma 
, ” 
0, x È O, 
pr n Uda i s n 
du vai Pr! Òv 1% 
Sai 
. 
ON 07 
J » A r 
(3) ie 128 : mera zizi ce Vba ir@ È 
du Ps ’ dv SEZ q } 
Sei 
xx, dx 
‘ n v kr 
AR : — = bh, N i 
du +6, i dv tab i 
Le quantità a,,d,,p,9 possono essere qualunque, purchè siano 
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k 
FIS A 


3 I 


sfatte le condizioni d’integrabilità delle equazioni precedenti, cioà : 








È da, Hi; ob, x 
sa ) p AE al 3 0) ) 
dv 1 s b) du ({ x 
(4) ( È; 9 n 
OP q 
deal ; ==.) 
| +7 +S a,b, ( 
Sini 


Similmente le quantità ed /# debbono soddisfare alle equazioni 


oh seal ; 
ST eno 
Ou Î 


Di 

=_— 
wa | 
| 
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Dovendo studiare le trasformazioni di Ribaucour delle reti O con. 
viene adoperare le formule date da Calapso (') sulla traccia delle formule 
di Bianchi per le trasformazioni dei sistemi ennupli ortogonali. 

Tralasciando di riportare i calcoli che hanno condotto 1 Autore alle for- 
mule suddette scriviamo il risultato definitivo ; cioè, indicando con 


e funzioni trasformatrici, si ha il seguente sistema di equazioni : 











BASS x | PR 
e PERE spal 2 e RSS SD er plot 15 
TRN] 
al Ù a n 
> rep ) Si += < bw — D+ mQ 
ti 
der ) do, 5 
dpi 060 1a Div gg 
L) - 
130) ogni 
e: —— hà 3 “a == 0) 
09 99 
— pQ a 
dv air: 9 Òu qP 
| Cole) ì 06 


i Wu 
— ==4+(2— lo) 
() 
con la condizione 


n 
XA pe + > n°, = 2inyo 


sai 


in cui m è una costante arbitraria diversa da zero. 





(4) Vedi citata Memoria, 


4 


Le coordinate di un punto che deserive una rete trasformata di Ri - 


baucour della rete (P) sono: 


, 1 n 
(8°) di = or: [AG + pn; + Di Ws Lal: 


Sul 


Consideriamo ora due reti, (P’) e (P,), trasformate di Ribaucour 
della rete (P), e indichiamo con \°,p',20%,,70%,,...,%",,0° le funzioni tra- 
sformatrici relative alla prima; e con X”,p”,0%,,...,%0%,,0° quelle rela: 
tive alla seconda. 

Questi due sistemi di funzioni trasformatrici soddisfano alle relazioni (6) 
e (7), in cui si suppongono introdotte rispettivamente due costanti m ed n 


diverse fra loro; le coordinate di P’ sono: 


(8) v'; Wi 7 ol È, + wu Ni [ + Now val 
ti 
e quelle del punto P, sono : 
YA SITA 1 Vi " I " 
(9) dd; CRE, Gt mm + Dio s Vsil 
Sol 


Gli elementi relativi alla rete (P’) sono: 


"n 
Vv', w' 
, / 
lo. + ht —— YO Csi Lu 
(I era / rà ni - N IR) ‘6’ s st LALI P 


Sand 


A; Na Vu o 7 
(10) Si my Cosa my Ue mp'o Ci Vaghi 
sui 


n 
n 
VIE LIS È = Yu DIN 
li 17 , ci ea di , ‘RS LT do s sl Ni 





\ sg 
Analogamente gli elementi relativi alla rete (P,) sono: 
) !”w tI I + È 
"SI w (Kb D i 
2 pe EI ST È 
Li — Da ri 7 È, H gar IZ) Ni Î no” IZ) W UH 
Bai 
\/?? $ Miti " di 
cd pa G TRA, À N ” 
(11) È gi np'o” ri Si det nba” "1 Ni +; ny''o' ani W si È, 
x dini 


È x E io pi”? 
1 i ny''a' 77 È, i ndo” Ni A neo” 7) 2 wo” s Li Ni 


Sami 








X5 


Uid posto, cerchiamo nel piano 7, determinato dalla normale A,P, e 
dalla tangente alla linea «= costante della rete (P), un punto Q’ equidi- 


stante da P, P'eP. 


Dovendo il punto Q/' giacere sul piano 7, le sue coordinate debbono 


essere del tipo 


(12) Qi | Xx. +8 


È,» 


Volendo che il punto Q'’ sia equidistante da P e P’ dovrà essere veri- 


ficata la 4 
(13) È TAI APR DR ORESTE al » 


=[n+ XX + BE Lit 





mo’ 
Al 
Da questa relazione, ricordando che 
n 
$ Ea $ AA È, dda 
= n hi dn gd i‘ reo 
lol ind iL 
Ò ina fx = Dna =0 
fd find Tm 


e tenendo presenti le (7) e (7°) si ricava: 


(14) = — o 


w 





w', e) 


(X° a+ Nek DE #a|. 


Si 


Ancora, dovendo essere Q' equidistante da P e P,,.con analogo proce- 


dimento si ottiene 





15) = (È, STA 


ki 
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Facendo sistema delle (14). e (15), con opportuni passaggi, si trova per ? 


il seguente valore : 


(16) Bf 


e per conseguenza 


dA 9 PLL dati 
w', PL 


Similmente, considerando un punto Q” 


jp 


dv — 9” 0%, 


w', xe Tad a’ 


NS 


/ , 
dA 


ny i n 


del piano 7°, 


determinato dalla 


9 : elio è IO Ra RT Te STR PETE. a PIE 
% si + y E x po 





normale A,P e dalla tangente alla linea v —= costante, punto equidistante 
‘dai punti P, P' e P,, si trova 


d oe wi pd, 
(17) o "— tp ; na in 0, uu 
e 
fa i i 
ea pra 


POL: nelle (16) e (17) debbono essere 2%, — w”,}X/# 0 è 
wp — "0-0; facciamo anche l'ipotesi che sia "ww, #0, 
SOR così il caso della congruenza O). 

Sostituiti i valori di a e f nella (12) si ottengono per Q' le coordinate: 


SA d' w'', de sd p" wi E 0) , PRE = Pi 5 
(18) X i = WT577,1 SO RIPRETZAO A 77 Cri 
wow", ” wi No, 


° 
Per il punto Q”, con analogo procedimento si ottengono le coordinate : 





AA, ii ai tale RIE DI, 
(19 > la Y W.x LARA ù MI è 
( ) Ai WF RADENTE IAC Li TP er, Uri + 

4 w° — PW ui”, pd", 


I parametri direttori della retta Q'Q” sono : 


(20 D en pi” Ù, E + lo, VI x ni + D ui — 2° e Cai 


Derivando la (18) rispetto a v, e la (19) rispetto ad «, si ottiene 








3X/. 
o =A (piro na A ATER pra 
(21) 
OX: EB dra si î (do > 11 pai n > dg ” Pi A, 
cnr Du nen "a) È; pet 0 Ag e UU g Ni HF ( UA P)a; 
dove 


A 2A — 207) — Db — PIVA A 6%, — 20%) 
B — hp w', nu” d0,) + a, (4 Ted lt a n° )') — p(d' w"_ Cat I p” MV'i) 


Le (21) tenendo conto delle, (20) dànno : 


OX', se 
Rec ni: 1 
GN 
io BX ‘ 
du i 


e . . Lr RO 5 . . «e 
il che ci dice che la retta QQ” descrive una congruenza riferita alle svi 
luppabili di cui Q' e Q” sono i fuochi. 

Tale congruenza è detta da Calapso congruenza k. 


$ 2. Il teorema di permutabilità per le trasformazioni delle reti O. 


Per le trasformazioni delle reti O sussiste un teorema, detto di permu- > 
tabilità, che trovasi dimostrato nella citata Memoria di © ala pso con pro. 
cedimento geometrico, utilizzando le proprietà degli spazii di curvatura 
costante, non nulla. 

Qui verificheremo il teorema con Vanalisi, adoperando il metodo seguito 
da Bianchi. 

Il teorema di permutabilità è il seguente : 

« Se da una rete (P) si ottiene una nuova rete (P’) mediante una tra- 
sformazione di Ribaucour, ed una nuova rete (P,) mediante un’ altra 
trasformazione di Ribaucour, esiste una quarta rete (P’,) legata alla (P’) 
da una trasformazione di Ribaucour, e legata alla (P,) da un’altra tra- 
sformazione di Ribaucour». 

Per dimostrare il teorema prendiamo la rete (P’), trasformata di (P), e 
cerchiamo se esiste un sistema di funzioni trasformatrici, relative a (P’), 
della forma 


n | 
| = re” \+(n_- mm)" 


u'+ (n mp 


vin — ma 
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— A 
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Esprimendo che sono soddisfatte le condizioni (necessarie e sufficienti): 


d (n my”. 

















fe dx SUA ra ou pp \- 
= — ——_-|{ p “a era Tago LI 
dv Mae du »' 
liga Vico fi dro, Q a, \- 
(2) dw, , pw. \ 010, alt uh i 
Gail 0° pod dv d, ra ]È 
d4 i È dy dro a 
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si trovano per la.funzione A le equazioni : 








0A 7 
cx =—_-Mn—m)p À 
bi dA 
PMT IRE] x LA 
EAT (nm) Q'p 


elfi - 4 I ga € 





(8. 


Si verifica facilmente che in queste equazioni le condizioni d’ integra- 
bilità sono soddisfatte; quindi da esse mediante quadrature si ricava la 


fanzione A. 
Possiamo quindi dire che il punto che descrive la rete trasformata della | 


rete (P') ha per coordivate : 





"È 24 È di 
(4) = " Mi + pa + Diva |° 
E ZTI ob 
n Sl 


Ciò posto, prendiamo la rete (P,) trasformata di (P) e cerchiamo se esiste 
un sistema di funzioni trasformatrici, relative a (P,) della forma 


| == Bas: 








LA ZA, XL (m — n) X' 
= B 
ui + (mn) 
e d'a 
(5) ) 
= B 
bi Vo” WA (mne, 


— = pot + (my 


Operando in modo analogo al caso precedente si trovano per la fanzione B 


le equazioni : 








0B dg) 
\ (Mmm) g 
(7) < 
0B Ae 
DO (n mp Q. 


Come per la funzione A, anche per la funzione B sono verificate le con- _ 
dizioni d’integrabilità. Mediante quadrature si ottiene la funzione B, e per 
il punto che descrive la trasformata di Ribaucour della rete (P,) si tro- 


vano le coordinate 


= %d = =] 3 ea 
OM 
44 5 


Sal 





Dobbiamo ora dimostrare che per una conveniente scelta della costante 
d’integrazione, le due reti descritte dai punti (4) e (8) coincidono, pd 


af 


SR 55 





i 
È 


sione 


(9) 


si annullano, 
d’integrazioni 


9 


DI . ® 
Osservando che le derivate rispetto ad w, e rispetto a v, dell’ espres- 


mA — nB — (m — (x Xx pu” +S w', w) 


Seni 


la (9) è nina costante; possiamo allora disporre delle costanti 
per le funzioni A e B in modo che 


mA —nB =(m — m(1 XA pp” +S n’, w) 
s=i 


Sostituendo per $, 7, ed 2’, i valori dati dalle formule del para- 


grafo precedente, otteniamo : 


(10) i pn 





chi 














Sal 
n» 
A NP / 12 , 
LES DAT | S [LD 
—-—- é; - Ni — di": 
iu Tse it mp'o' MPS dimm ES i) + 
Sal 
n mn 
SF r ld ,r , 
\_—{[XW, LOW, ws , 
sn vr, (Sr tea rr Mep DI Wald 
my mo my'o 
char i Sn 
Ponendo 
FIN n 
"if 9 We j 
h Z4UA E va Bi20 
= -— Ù XX + ppt x WNW, | + 
mo 


WOIn-LXI, 


my S+ ui + 07 sa 


Sl 





02) 


Sai 
2 
ta DIO Da 
PER p+De 
pari 
i td dd È i 13 Pa » Da 
fica De a RD rene È »Ù 4 ui ui Ta Vo, w|+ 
mb'o' di ui uè SE D TI OA. 
ai i, 








le (10) si possono mettere sotto la forma: 


n 


SEE Xi or Mè; i) Ni pine DE Lippo 


Pl 


Ricordando che 


X2 A p?? Se 2my' c' 


Sa 


n 
VA pi? > Wa 2g 


Small 


tenendo presente la (9), e l’altra relazione che si deduce facilmente 


VIRA = 4 2n(n — m)t4” 0” 


sal 





si ricavano, dopo alcuni calcoli che per brevità non riporteremo, per M ; e 
ed H, le seguenti espressioni : - 





pa mi'V[A+ (n — m) 40] — nV4[B — (n — my ‘dgr 
Lane AB+(n— m) EIA o’ 
irta mp VA + (n — m) 40] — Di da — (n — m)p'/o"] | 
m AB4+ (n m}y'o' e. 
Hi Si TA4+ (n mb 0] nw',4[B—-(n-m)b'a SN 
| m AB + (n — m}y'o'9"0” 
QI 


Di 





Si 


| 


X 11 


Operando analogamente per la rete trasformata di Ribaucour della 
rete (P,) si ottengono le coordinate : 


x, = x; — ME — Ni; — Nr x; 


Po 1 


dove le M, N ed H, hanno ancora lespressione (11), e perciò 


vien: 


Resta così dimostrato che esiste la quarta rete (P‘), legata alla (P’) da 


. una trasformazione di Ribaucounr ed alla (P,) da un'altra trasformazione 


un mbb'a raso Ur. 


$ 3. Classificazione delle congruenze . 


Consideriamo due congruenze &; se sono parallele si dovrà avere, per 
la (21) del $ 1, la seguente relazione : 


(uv pro) + (0A — MT NV) 4 
= tp”, — pl'20%,) E + (007° — MNM (NP AD) 1 
dove 


hi ke. 


Moltiplicando per x,;, ricordando che 


n n n 

» Pall IRE > SR, RS ) a RE 
Cri if» Vri Ni mai hi d iper 0 

4 41 4 


n 


1 
e sommando, si ottiene la condizione necessaria : 
(1) kh rad: 


Inversamente, se questa condizione è soddisfatta, i parametri direttori 
della congruenza: %X prendono la forma : 


(pn, — pi don) E — (MN MN) 


e quindi tutte le congruenze % considerate sono parallele alla congruen- 
za (RS). 
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In questo caso il sistema delle quattro reti (P),(P'),(P,) è (P‘) si dirà | 
un sistema % di prima specie; in caso diverso di seconda specie ('). 

È evidente che per il risultato precedente si ha: 

«In un sistema k di prima specie la relativa congruenza k è ciclica ». 


$ 4. Osservazioni complementari sui sistemi %. 


Consideriamo il piano x determinato dai punti P, P'e P,; diciamo che 
il punto P', giace su questo piano. 
Infatti un punto del piano x ha le coordinate del tipo 


(1) x, + Ala';— a) + Bla”; — i). 


Bostituendo ad a; ed x”, i valori dati dalle ‘formule del $ 1 otteniamo 


n 


i FPEmt Dl de) -H|y td” nt Lot) 


Se] Si 


Tr 


di — Du 


Per 


n—-m  ny'|B—-(n- m)y 0] 





>| 
Î 





m AB+(n—- m) 4 0° @” a” 
opa. mp|A + (n — m) 4” 0°] 
DE O \B + (n — m)? V'o' ya” 
si ottengono le 
Ace BI e M 
Ap' + Bu” = N 
AN',+ Bw4= H, | 
A 
e si trovano appunto le formule 
( 
n 
x, — M& — NN; — x H,&,; i 
rali , , 
. . l 
che dànno le coordinate di P',. 
Osserviamo ancora che la retta" PP’ del piano x congiungendo i punti _ 
i 
corrispondenti di due reti armoniche alla congruenza ( RS), deserive una ; 
i à 






(4) Questo denominazioni sono state introdotte da Calapso nella citata Memoria, 
come generalizzazione delle analoghe date da Demoulin per lo spazio ordinario. F 
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congruenza riferita alle sviluppabili ; analogamente si vede che la retta PP, 
descrive una congruenza riferita alle sviluppabili. Allora il piano x conte 
nendo due rette, ciascuna delle quali deserive una congruenza riferita alle 
sviluppabili e coniugata alla rete (P), inviluppa una rete (2) armonica ad 
entrambe le congruenze, 


$ 5. Sulla rete (2) inviluppata dal piano 
dei quattro punti P, P', P,, P' 


L 


Vogliamo dimostrare che in un sistema # di prima specie il piano x 
contiene una normale alla rete (P). 


II 


Infatti moltiplichiamo rispettivamente la (8) e la (9) del $ 1 per —; ; 
i no” e 


TÀ 


Di sottraendo otteniamo : 
) 








podi pi 
(1) nol (a’, ati = nai xd, — at) = 
n n 
LI pw Do” pro at Do x 
— mns' d'' SUS mundo” vi 
Sal 51 


Analogamente moltiplicando la (8) e la (9) del $ 1, rispettivamente per 


II , 
ib e ARA e sottraendo, si ottiene 
no MI è 
n n 
II , , II 
pi Ù pl " \ pd tI Dl , 
_ (ea — — (ex) =; Ù w' au} > 0’, 
POL È ; moli ; i mno! 0" Sl mno' o” Lala 
S-1 Sul 


Un punto del piano 7 ha le coordinate del tipo 
a Ao — ) + Ba — 2). 


I parametri direttori di una retta per P nel piano 7 sono dati perciò 
dalla 
A(@,— a) + B(e”,— x). 
Scegliamo 
, 


\°° À 


no” 





4 ge 





mo” 


I parametri direttori della nostra retta per P si mutano nella (1). Ana- 
logamente se scegliamo 


II 


ea 
Tg densa IZ4 b, ’ 
no mo 


, 
ie 





i parametri direttori della suddetta retta si mutano nella (2). 
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Se la retta considerata dev'essere normale alla rete (P) debbono essere 


costanti i rapporti 


Vv — XD ww, pn, 
Xv", dei, 10%; ) ur”, e uv, 


\ il sistema % è di prima specie ricordi: ‘he 
Se il sistema % d ma specie ricordiamo che 


ALTI 7. 
\ p Pro» A pl pena () 
da cui 





d%; n 
Y// = 7 Aa 
Ne viene allora 
Ne”, VV} ADI ‘wp gle 
XN'w'' N pe ANEERO. ‘w'% 
Derivando si ottiene 
O NW, X"w', LN i 
°° utt = PNw" (pw, — 40) 4 ap V' (pl 


du N'w'T- Nm, 


— piw'i (ul, — p'a0,) — Gp (pd 


n AA PWw" (pw, 130 n'w,) ed ay) (20° 


‘A 33; n'40%,) LEE 
È ra va) 9 
n TARARE 


+ propre po) + pi — pra) 


da cui 
= Of INIZIA, 
0 Nw'",TXW, at. 
duo N'w', — Vw, 


Analogamente 


O Nw'-V'W', 

3 è È L REIT, VPI? QRL I PISTA 
Do da Vip e Ni) A Da VA 
; bi RE INTASSATA 





SI 


Mai: quid (N°207, Aa »I 03) 93 bi (N 

II I ‘4 
Tria x w n) rie 

+ qui we’, (N°800, — NW n) + da (N60! 


— qui”, (N00, — XU) — ba" 


da cui 
LIA ao \'w',, 
dv Vo LIO w', 


Do 


==) 


7, RIFAI 
Sal SE 


si 


Letra X''w',) CI 


| de Xw0',) 


Essendo dunque nulle le derivate rispetto ad « e rispetto a v la fun- 


zione è costante; ossia 
4020: RE tO $ 
Vw',XN"wW, 
e quindi anche 
a!’ —— 
peas Netta -— = costante. 
YU ‘e’, pw, 
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Esiste perciò, nelFipotesi di un sistema % di prima specie, una normale 
alla rete (P) e giacente nel piano T. 
Il piano 7, contenendo una retta che descrive una congruenza normale 
_ coniugata a P inviluppa una rete (a) armonica alla congruenza O; e perciò 
ciclica. 
Dunque : ] 
«In un sistema X% di prima specie il piano x inviluppa una rete ciclica ». 


$ 6. Sulla riduzione di grado della rete (2). 


Sì osserva che in generale essendo la congruenza (PP’) o (PP,) coniu- 
gata ad una rete O è 20, e la rete (2) essendo armonica ad una congruenza 
#20 è 2C. 
i i Ci proponiamo di dimostrare che soltanto per i sistemi & di prima specie 
si ha una riduzione di grado per la rete (2). 
Dalla (8) del $ 1 si vede che i parametri direttori della retta PP’ sono 
dati, a meno di un fattore di proporzionalità, dalla 


s=1 
Poichè la congruenza è 20, esistono altre due soluzioni X,,+, 3 X, n49 
dell’ equazione di Laplace, alla quale soddisfano i parametri direttori, 
tali che 
nta 


; n ei L'ad tt 2): 
: (SS | 


Qui possiamo prendere 


n 


è l - A , at; È 
Zi LE RT x CV 


i s=i 





J ì , 
X,ggj, == (1 2myp'0) : e “p (1-4 2my'3') 


o 
e perciò i parametri direttori della congruenza O dello S,,, di cui la con. 


« gruenza 20 è proiezione, sono : 


1 ’ 
DI (1 — 2m y' 6’) 


D- / O / 
39 À Gi n H Ni + s Voi 


a Ù PAIS 
Xi = VESIOSna x Xin = 0 + 2m Y' 0°) 
(14 2my' 0°) 


to | 


Analogamente le due ultime righe del relativo determinante ortogonale 
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di ordine n -|-- 1, sono: 


(1-4-2m 4' 6°) È, — 2x1 &+u' n +Dw', t.) 





3% sal 

LIM 14 2my' o' 
— 2\ 
lE TT En 
(1) u 
(1-4 2my' 0); — 2e(x Gp N; + Dio t) 5 

17 NEVIO età s=l 
lm) = 14 2my' o’ fr 


— 24 


[ti = 14 2md' 0” 





Si verifica facilmente che le condizioni 


nti nti nt, 
IMVAA ® È x } 
SR 
4 E] 4 
nt4 


DE): =0 


si 
affinchè la congruenza sia O, sono soddisfatte. 
Cerchiamo ora la rete inviluppata dal piano 7. 
Un punto di tale piano ha le coordinate del tipo : 


(2) = +o(X +9 + Da, t,) + ( SSA 94 Deo”, 2) 
{pese | 





smi 
da cui 
| ) "i 
de = (h + mpg + mrg”) 000, Sd | Pps Da, tu) 
$i 
(3) i È 








Di ; 6! pi: 
fa (14 mp9 4- mrQ") È, + di | + pm + Da, tu) 


Sal 


n 
ar x 
Lie Hb Kde; 5% uN # Ww" Lar 
AV Peri 


Per esprimere che le tangenti alle linee del sistema (4) giacciono nel 


| 
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| piano x, si dovrà avere : 


| pimp'-+4- rmp" 4 h=0 
(4) 
| pom | rmQ"" + L= 0. 


Inversamente se queste condizioni sono 
(2) e le (3) prendono la forma: 


| 


soddisfatte le (2) dànno la rete 


n 














0y Op DI 
dala E E LA / / M 
du du Nesti ee) fi te) 
Pa u s=1 
9 x n 
È 
rr tI. I sè STIIES 
SE Ou (è (A nr ha Nr 1 w sto) 
i mr 
(5) 
N 
0Y, Or 4 , , 
dv du xe TEM > n : tu 
\ ui 
{ 
” 
one gto i 
vai e RL e > 10 0) 
» 
\ sai 
Ora partiamo dalla congruenza 20 (X,,j,/Xj 34 +, Xx) @ dalla. rete 


(YU, 3Y5 3% +++ Yn) fra loro armoniche, e prendiamo la congruenza (G), che è O, 
Bu 9 Ka MEICITO: STE SR 

Esistono infinite reti (M) armoniche alla congruenza O che si proiettano 
nella rete (2). Sia (Y,,%;-- 3%, H) una tal rete (M), la quale essendo 


armorie ad una congruenza O sarà seminalla, iperciclica o ciclica. Se è ci- 


clica la rete (2) è 20. Se è .seminulla 


o iperciclica pensiamo una rete (N) che 


ammetta la retta G 





come normale ; il 


relativo determinante ortogonale sarà: 





DARA Se E 
0 TSE peo de ia 
a BRE RIRO RT ff e pobe ob 
i be Sbe RP. Ger ian SD: VBRPAID.: CERTIA 
TAMENTE ETTI Cie SA IRR 
DAR geo [iL 


Dalla Memoria di Guichard 


si sa che il piano di (M) deve contenere 


una seconda normale ad (N) perpendicolare a (G); e le derivate delle coor- 


dinate di M hanno la forma 





dY,. ot ct 

reg Xi (RAS et Nn 
Ou ou at aio (o 1,2, sn) 
eH OL Uees 
RI giri 


VOL, LXI. 


)( 18 ) 


Dall’ortogonalità del determinante (6) si ha: 


09r [È] Sip ali 2() 
» O I ou 








3 
uri n 
i Mm. -- 2 —=0 
ou du 
1 
da cui 
dy, dH 
SE PONTTZTO E 
teli du 
1 
mdy. al 
Se Il =2w3-- 
du du 


. Uri - i ; È 
Sostituendo a 3% il sno valore dato dalla (5) e a |£.] ed [m.] i valori 
u 


dati dalle (1) si ottiene: 

















O x 
PNL + 2mg'o) — 2-2my'9| 
ou i 
14 2my'o' 
n : 
Or VI Oi VINI! er av 
Ere (14 2my'0') — VIVI” A pad 00,807, 
Al Ì i sel — 92) CH 
1+ 2my'o' du 
tel?) 
È [w'(1 + 2my'o') — 21. 2m4'0'] 
cu al 
14 2my'o' 
n 3 
Or ” 1 9, SR , 19 FARLA Te "I | ' 1 AP o, 97? 
Fal + 2mb o) — 2u{AX + pa WLW 
; s=l ee) , dH 
+ 9 ES — dl Tare 
1-4 2mbyo “ 
Moltiplicando la prima per — n", la seconda per )' e sommando si 


perviene infine alla relazione 


pl” de Xu — 0. 

Si vede quindi che : 

«Ne il sistema k è di seconda specie, cioè \'y" — \"y' + 0, la rete (a) è 20, 
non è possibile ottenere una riduzione di grado ». 


Messina, 30 maggio 1922, 


RAPPRESENTAZIONE PER COPPIE 
DI PROSPETTIVE ORIENTATE 
ED IN PARTICOLARE FOTOGRAMMETRICHE 
NOTA 


DI 


ENRICO AMATURO (a Napoli) 





La rappresentazione fotogrammetrica è stata finora presentata, per un 
verso, come un insieme di procedimenti di recente formazione e di pratiche 
applicazioni, e per un altro verso, come un problema teorico troppo ampio 
per gli ordinarii limiti dei procedimenti grafici della Geometria Descrittiva 
rispondenti solo alla estensione dei comuni problemi da trattare. Sembra, 
perciò, non privo di interesse esporre per sommi capi quella rappresenta- 
zione con un metodo da potersi inquadrare in un corso di Geometria De. 
serittiva e delle sue applicazioni, come estensione o complemento della 
rappresentazione con la proiezione bicentrale (!), e cioè, limitandosi — in 
un primo esame, coerentemente a quanto per lo più si verifica nella pratica — 
a considerare la rappresentazione di una figura mediante una coppia di pro 
spettive orientate, in particolare fotogrammetriche. Apparirà, per altro, as- 
sieme alla opportunità, la utilità della esposizione, in quanto questa mette 
in evidenza le condizioni alle quali debbono soddisfare le prospettive foto- 
grammetriche di note orientazioni per potere essere senza errore impiegate 
(interdipendenza, avvaloramento, controllo delle medesime) per la rappresen- 
tazione della figura, alle quali condizioni sono anche connesse costruzioni 
‘apide ed efficaci allo scopo, ed atte sempre come quasi tutte le costruzioni 
della Geometria Descrittiva ad eliminare, compensare, controllare, 0 circo- 
serivere gli errori insiti nei procedimenti grafici. Si metteranno, infine, in 
evidenza altre utilizzazioni pratiche delle prospettive fotogrammetriche, che 
in altra trattazione saranno svilappate. 


$ 1. Coppie di prospettive orientate derivate da una proiezione bicentrale. 


IWDella figura ‘obiettiva (P) = (A...M..,.4,..M.,..%. pe) di 
punti (A)...(M).., di rette (a)...(m)..., di figure (a)...(w)... nei piani 





(4) Confr. E. Amaturo: Lezioni di Geometria Descrittiva, Napoli, 1922, ove la proie- 
zione bicentrale è esposta ampiamente tanto come problema di posizione, quanto come me- 
todo ‘di rappresentazione. 





0 ...%.:.., sieno (D,) e (P,) le prospettive sui quadri x, e 7, dai centri (0,) 
e (0,), appartenenti alla retta (0). 3% 

Si riferiscano (®),x,,7,,(0,) e (0) ad un quadro, o foglio di disegno y, 
e su di esso sieno: — 8ri5n, € Q/le tracce di 7, e a, e di (0); P, e P.i 


piedi delle perpendicolari a y dai detti centri (O,) e (0,), alla cui congiungente 
appartiene Q; — ®,., e ®,,, le prospettive da (0,) di (®), ovvero di (P,), e 
di (D,); — D,, e D,, le prospettive da (0,) di (P), ovvero di (P.), e di (P); 
+ Mea M M M M.15 Myig9 Ma: 1M 9 7 Br e ennio ghe 
prospettive di (M),(M,),(M.),(m),(m,), (Mm), (2), (4), (2); — su la traccia del 
piano (0,0,M) che contiene M;.,, M,.,,M,, Me Q. 

La figura (®) resta determinata : 


2.2 9 2:40 41:29 


a) dalla coppia di prospettive (P,) e (P®,) nei piani 7, e 7, tra loro 
geometricamente riferiti o collegati, (seconda orientazione delle prospettive) 
con i loro rispettivi centri (0,) e (0,) — coppia di prospettive bicentrali orien- 
tate non complanari —, essendo ogni punto (M) di (®) nella intersezione dei 
pat (O,M,) e (0,M,), mentre, detti (Q)) = (0)-7, e (Q,) = (0)<r,, dl raggio 
(s)) =(Q,M,) del fascio di centro (Q,) e il corrispondente raggio (s,) = (Q,M.) 


si fascio di centro (Q,) devono essere incidenti su (r)= 7, 


b) dalle coppie di prospettive ®,., e ®,, in y - coppie di prospettive 
bicentrali complanari orientate — proiezioni o imagini bicentrali di (®) di 
quadro y, punti principali P, e P,, distanze è, =(0,P,) e è,=(0,P,) e 
punto fondamentale Q, essendo ogni punto (M) di (®) da considerarsi rap. 
presentato dalle coppie di punti M,.,, e M,., nella intersezione dei raggi 
(O,M,.,) e (O0,M,.,), dovendo il raggio M,.,. M,., = sy appartenere al fascio di 


centro Q. 


c) dalla coppia di prospettive P,.,, e ®,., (ovvero ®,., e ®,.,) di y € 
da un piano 7, (ovvero 7,) — coppia di prospettive concentriche complanari 
orientate — proiezioni centrali di quadro y, punto principale P, (ovvero P.) 
e distanza è, = (0,P,), (ovvero è, = O,P.), l’una della figura (P), ovvero di (P,) 
in ©,, (ovvero di (®,) in 7), altra della prospettiva (®,) di (P) sul piano 7, (ovvero 
©) sul piano ,) di centro (0,) (ovvero (O,)), del quale Q è la imagine nel detto 
sistema di rappresentazione, essendo ogni punto (M) di (®) — da conside- 
rarsì rappresentato dalla coppia di punti M,., e M,., (ovvero M,, è M,,,) su 
un raggio del fascio di centro Q — determinato nella intersezione del raggio 
(0,M,.,) (ovvero del raggio (0,M,.,)) con il raggio (0,M,) (ovvero raggio (0,M))) 
ove (M,) (ovvero (M,)) è la intersezione del raggio (O,M,.,) col piano 7, (ov- 
vero la intersezione del raggio (0,M,.,) col piano 7) Per altro, la detta. 
coppia di prospettive può considerarsi coppia rappresentatrice della figura 
nel sistema di rappresentazione di tripla proiezione centrale, le cui costanti 
sieno y, x,:(0,); (0) è Q (ovvero y, 7, ; (0,); (0,)) e Q; mentre nel noto sistema 
della ironia centrale di costanti y,(0,),(0,) e Q, la ®,., in €, rap: 
presenta la (®,) di cui la seconda imagine ®,., assieme alla prima ®,., rap 
presentano (®). 





e 


” sdraio 


È Logs Tg 


ven 


+ 


i e ot SITA 
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Poichè la seconda delle cennate rappresentazioni è quella nota della 
proiezione bicentrale ('), esamineremo solamente la prima e la terza. 


2. Stabilità sul foglio di disegno y la rappresentazione con uno qualunque 
di noti metodi della Geometria Descrittiva, rappresentando i piani 7, e 7, 
sostegni della data coppia di prospettive bicentrali orientate non complanari 
(d 


) e (®)), si sarà rappresentata anche la loro seconda orientazione. 


In particolare ne consegne : 


a)—per y quadro della proiezione ortogonale di M o n g e (ad es. piano 
verticale); le ® 
metriche 


ne P.., sono le trasformate di ®*, e @*,, proiezioni gonio- 
congruenti, di grandezza, ribaltamenti — sul quadro di (®,) e (P,), 


nelle omologie, rispettivamente, di assi s, e s_, centri 0%, e O*, proiezioni 
L Ta 1 2 





su y di (O,) e (O,) nelle direzioni goniometriche dei piani 7, e 7,, e rette li- 
miti Sr È Er, tracce di piani paralleli a 7, e 7, per (0,) e (0,). E dovendo 
il raggio M,, M,,, appartenere al fascio di centro Q, surà M” nella inter- 
sezione di 0”,M,,, con O”,M,,,, mentre la quota di (M) su y sarà determi. 
nata costruendo M° = 0°,M',,:0,M',, 


Evidentemente ®,, e D,,, sono le trasformate rispettivamente di DS, e ®, 
IRE VASTA : p a $ * P: * E . . - 3 - 
nelle omologie di assi s_ © #_,, centri 0*,,e 0*,, — proiezioni di (0,) e (O,) 


4 


Tu 


nelle direzioni goniometriche dei piani 7, e 7, — e rette limiti 8, © #,,, 


traccie di piani paralleli a 7, e x, per i centri (0,) e (0,). 


Sono evidenti le semplificazioni se y coincide con 7, 0 7, 


Db) — per y quadro della proiezione centrale (piano verticale normale 
all’orizzonte): le P,,, e P,,, sono le trasformate, rispettivamente, di P*, e DT, 
proiezioni goniometriche sul quadro di (®,) e (®,) — nelle omologie di assi le 


traece ai je ES Ù 2 »] * fa * vJiezi i ‘ » i a ( \ 
tracce dei piani Sr € Sx, centri O*, e 0%, , proiezioni sul quadro di (0,) e (O,) 


melle direzioni goniometriche di 7, e 7,, e rette limiti Sri E Sr e Tracce di 
2 } Ta. 


ti 


i 
piani paralleli a 7, e x, condotti per (0,) e (0,). Sarà M,,, M,, un raggio 
del fascio di centro la traccia Q, = (0,0,)-y, e si o:terranno di (M) la imagine 
M° nella intersezione di 07,M,,, con 0,M 
sul quadro nella intersezione P,M,, - P.,M,,, ed M*, sua proiezione a 45°, 
donde la quota sul quadro M,M*. 

Analogamente per ®,, e P,, 

Giova considerare le semplificazioni : 


la sua proiezione aggiunta M, 


212 3 


— se (0,) sia assunto come centro della rappresentazione, poichè 0%, 


coinciderà con la direzione goniometrica di 7, e la ®,,, si ricaverà dalla 


omologia di proiezione di 7,; 





1) 
se y sia coincidente con 7, 0 7, 
(4) Confr. R. Nicodemi, Sistemi di rappresentazione; — E. Amaturo, cit. 


cap. IV. Metodo della rappresentazione con la proiezione bicentrale. 
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c) — per y quadro della proiezione bicentrale (piano verticale normale 

all’orizzonte). 

Considerazioni analoghe alle precedenti fanno derivare ®,, e P,,, da 
Pt, e D*, (‘), ma se si assumono (0,) e (0,) come centri della rappresentazione 
di punti principali P, e P, con le distanze è, e 2, e Q centro della omotetia 
fondamentale, ®,,, e P,, saranno rispettivamente la prima imagine di(®,) in 7, 
e la seconda imagine di (®,) in 7, (e del pari, come già si è notato, P,, e P,, 
sono la seconda imagine di (@,) in 7, e la prima imagine di (®,) in x,) nelle 
1 Mar 
ve ® M,,) su di un raggio del fascio Q la coppia rappresenta- 
trice di (M), donde M, la sua proiezione aggiunta (ortogonale su y) in P,M,,,. 
P.,M,,, e la quota nel segmento M,M*, ove M*= P',M,,,-P“M,, una, delle 
proiezioni su y a 45°, p. es., da P, — P”, (punti principali superiori). 

Se y coincide con 7, 0 7, sono ovvie — per quanto interessanti — le 
semplificazioni, 


4 
omonime omologie di proiezione dei detti piani; e saranno altresì M 
(come pure M 





3. Sullo stesso quadro y, nel sistema di rappresentazione prescelto della 
proiezione ortogonale o della proiezione centrale, se sono assegnati la coppi 
di prospettive concentriche complanari orientate ®,,, e P,,, ed il piano x, (0v- 
vero ®,, e P,, ed il piano x,) con le orientazioni delle prospettive, suppo 
nendo, senza restrizioni, che y coincida con 7, (ovvero con 7,) sarà DP, = D,, 
(ovvero d, = @ 


912) 

Dovendo il raggio M,M,,, (ovvero il raggio M,M,,,) appartenere al fascio 
di centro Q, gioverà costruire la ®, = ®,,, (ovvero ®, = P,,,) come trasfor- 
mata di P,,, (ovvero di ®,,,) nella omologia di centro Q, asse 85, (een x) 


e rette corrispondenti le tracce di piani per (0,) e (O,) paralleli a 7, (ov- 
vero 7,) — (rette omologhe nella omotetia di centro Q e punti corrispondenti 
P, e P,) — ovvero, punti corrispondenti M, e la traccia della retta (O,M,,,) 
(ovvero M, e la traccia della retta (O,M,,,)) — poichè completata la rappre- 
sentazione in proiezione bicentrale di (‘) se ne possono determinare, con le 
costruzioni note, la proiezione aggiunta e le quote dei suoi punti. 

4. Le ipotesi che uno dei centri sia all’ infinito di (0), e che 7, e .7, 
sieno tra loro ortogonali, permettono parziali semplificazioni, e rispondono a 
casi pratici che saranno esaminati, 


5. È evidente che il metodo di rappresentazione prescelto su %, 2 Se- 
conda della maggiore semplicità e rapidità delle costruzioni a fare: —fornirà, 
con metodo sicuro, rapido ed efficace, la proiezione quotata della figura, che 
è nei fini della fotogrammetria ; — permetterà di trarre profitto dalle proprietà 
geometriche della figura e dalla sua rappresentazione, in particolare, delle sue 
rette e porzioni di piani, nonchè di eseguire sulle imagini le costruzioni da 





(1) Confr. cit. 


Le * 


PA ne datti 
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farsi sulla figura; — e renderà esplicita, nel caso di prospettive fotogram- 
metriche, la interdipendenza tra le medesime nella corrispondenza tra gli 
elementi di esse. 


$ 2. Particolari coppie di prospettive bicentrali orientate 
non complanari. 


1. Come nelle pratiche applicazioni, i piani 7, e ©, della coppia di pro- 
spettive di (®P) sieno verticali, e y = x, il piano della rappresentazione di 
Monge, avente per linea di terra Vorizzonte 7, di (0,), la cui coppia rap, 
presentatrice rimane determinata dalla prima orientazione di 7,, che fornisce 2,. 
La seconda orientazione delle prospettive fornisce le condizioni, predisposte 
o accertate, del riferimento tra i centri e piani delle medesime, ad esempio, 
assegnando la prospettiva O,, = Q,=0,,, di (0,) in 7, con la quota relativa 
sul quadro, o sull’ orizzonte l,, il riferimento angolare tra 7, e 7,, ovvero 
la distanza orizzontale 0”, 0%, la quota di (O,) sul piano di orizzonte di 
(O) e gli angoli 4, e *,, ridotti all’orizzonte, che la retta (0,0,) = (0) forma 





con i raggi principali delle prospettive; eppereiò, saranno determinate 


TO 





Il 





==, #,, intersezione dei piani delle prospettive, le rappresentazioni del 
“2 


centro (0,) e di (Q,), nonchè il punto fondamentale Q = Q,= 0,,,, qualora 
la prospettiva di (0,) non si trovi nel campo di ®,. 

Inoltre, su sy4= QM,, traccia del piano biproiettante (0,0,M), si troverà 
la prospettiva M,,, ove è tagliata dal raggio (Q,M,) che da (Q,) proietta il 


punto H=s_ -su; ma poichè la ®,, è la trasformata di ®*, su nella 
DI Ù . 
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omologia di asse s_ «di centro la proiezione 0%, di O, nella direzione go- 


niometrica di 7, e coppie corrisponlenti M*, e M,,,, ovvero retta limite la 
traccia 85,,,, SU Y del piano parallelo a 7, per (0,): e poichè, per le ipotesi 


fatte, O*, non esce dall’orizzonte ?, di (0,), sovrapponendo il piano 7, su x, in 


: pw a LA 2 b not 5 o i, DET 
modo che sia s, = 8, e Q",=Q, resti sulla orizzontale di (Q,), come P*, = P, 





resti sulla seconda linea di orizzonte l,, sarà 0*, anche nella intersezione 
di 7, con la congiungente Q=Q,,, con Q*,=Q,, e sarà D*, = ®,. Detinita 
così, con |’ esattezza consentita dai detti procedimenti grafici e dalla loro 
interdipendenza geometrica la. corrispondenza omologica tra P*, = ®, e PD, , 
e costruita quest’ultima nella intersezione dei raggi QM, e 0*,M*, , se si assu 
mono su y le P, e P,, quali imagini deila figura (®) nella proiezione bicen- 
trale di punti principali 0”, e O”,, si otterrà la proiezione aggiunta P=P" 
su y nella intersezione dei raggi 0”,M, e 0”,M,,, e @' nella intersezione dei 
raggi O',M’, e 0’,M',, che farà conoscere le quote dei punti (M), potendo, 
per altro, determinare queste nei segmenti come M'”M*, ove M* è la proie. 
zione a 45° sul quadro nella direzione P', — P', dei punti principali superiori, 





2. Coppie di prospettive del genere, più particolari, sono le seguenti: 


a) la prospettiva ®, in un piano x, = y verticale, e (P,) prospettiva 
ortogonale su 7, anch'esso verticale. 
Le costruzioni innanzi indicate si semplificano, poichè sulla linea di terra 2, 
trovansi Q=Q,, Q*, e O* nel punto all’infinito, onde sovrapponendo 7, su x 
mantenendosi »= s, e Q*,=Q, su Z,, sarà ,, nella intersezione dei raggi 


QM, con quello per M*,==M, parallelo a 7,; e del pari, P sarà nella intersezione 

dei raggi M*,M,, coniraggi 0”,M,, donde si deduce M’ su 0‘,M'”, e quindi PD", 

Sono da rimarcarsi le ipotesi in cui 7, sia piano di profilo, ed in euì 7, 
coincida con y : 

— nel primo caso, Q cade pure all’infinito di 4, ed i piani biproiet. 

tanti ad es. p. == (0,0,M) hanno le traccie s, per M, parallele a Z,, ed il fa- 

scio di raggi che proietta parallelamente «a 2, è prospettivo con Passe in 8x, 


a quello che da Q*, proietta ®*,; e proiettando M*, parallelamente a 7, de- 
termina M, = M” sul fascio P,M,, donde M' su 0‘,M',; 

— nel secondo caso, Q== P,=Q, e la coppia di prospettive M, e M, 
di (M) su y sono Vuna Vimagine del punto, l’altra la proiezione aggiunta M,, 
ce sarà P,M,M, = sy la traccia del piano biproiettante (0,0,M) normale a VE 

Nella RR di Monge con linca di terra l, sarà MM = M= M” 
donde M’ su 0‘,M, 

Per altro, questo caso sarà riesaminato in seguito considerando le coppie 

di prospettive complanari. 


D) la prospettiva ®, sia nel piano 7, = y verticale, e e (P,) sia prospet- 
tiva ortogonale. sul piano x, parallelo STROnIERETO di D. 
Si potrà, senza restrizioni, supvorre x, essere il piano di orizzonte di 
(0,) e (0) il raggio normale alla Z,, che si assumerà, ad es., per linea di terra 
della rappresentazione di Monge in cui y è il quadro e 7, il primo piano 
di rappresentazione. i 
La mutua, seconda, orientazione delle prospettive determina (0,) su 7,, 
che rappresenterà anche (Q,) e (0,,,), mentre (Q,) e (Q) sono rappresentati 
dal punto all’infinito della perpendicolare a 7,: onde il piano biproiettante 
un punto (M) di (®) avrà per traccia sy, su y la normale da M, a 7, , ed il 
fascio di raggi normali a 2, che proietta ®, è prospettivo al fascio di raggi 
che da (0,) proietta (®,) in 7,, ovvero il fascio sul quadro y della rappresen- 
tazione anzidetta che da O, proietta ®,-- essendo corrispondenti il raggio 
in M, normale a 7, e 0,M,—; ed analogamente, in detta rappresentazione il 
fascio di raggi che proietta ®, normalmente ad ?, incontra il fascio che da 
>=”, proietta ®, — ove si corrispondono i raggi per M, normale a 7, e 
P,M, — nella proiezione Ph = ®" su ye ®,= D| | 


$ 3. Particolari coppie di prospettive coneentriche complanari orientate. 


1. Sul quadro verticale della rappresentazione y sieno ®, = ®,,, la prima 
prospettiva di centro (0,) della figura (®) e ®,, la seconda prospettiva con- 


. 
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centrica di (P®,) del piano T,, che è, a sua volta, la prospettiva su questo 
piano della stessa figura (®) dal centro (0,). 

Sul detto quadro il punto Q sarà tanto la prospettiva O,,, di (0,) da (0,) 
quanto la prospettiva di (O,) fatta da (0,), che dalla seconda orientazione 
delle due prospettive rimane ulteriormente assegnato con il suo riferimento 
al quadro, con la sua quota, ovvero al centro (0,) con la sua distanza, ovvero 
con altro sostegno. Inoltre, il piano ,, come nella pratica, senza restrizioni, 
può supporsi perpendicolare all'orizzonte Z, di (0,), o addirittura di profilo, 
e nella prospettiva ®, esso è rappresentato, ad es., dalla traccia Sn verti- 


cale, 0; come per lo più, dalla intersezione con il piano di terra della prima 
prospettiva, e, in ogni caso, da altre condizioni, predisposte o accertate, del- 
l’anzidetta mutua orientazione, o riferimento delle prospettive. 

Assunto y, a preferenza, quale piano di rappresentazione della proiezione 
bicentrale di centri (0,) e (O,), aventi Vl uno il punto principale in P,, e 
l’altro in P,==0,,, che si determinerà, come si è detto in dipendenza della 
rappresentazione di (0,), e costruita nella omologia rappresentatrice del piano Tra 
di d,, la seconda imagine ®,,, la (®) resterà determinata, e se ne rica- 
verà la sua proiezione aggiunta ®, su y con la quota M,M* in ogni suo 
punto (M). 


2. Merita anche considerazione il caso precedente quando , coincide 
con y. Sarà allora ®,, = P,,, e basterà, come si è detto, costruire la proie- 
zione aggiunta P,= 0,, di (0,) per ridursi alla nota rappresentazione bi- 
centrale di (P) su y. 


0 


3, Nella ipotesi di cui al n. 1, sia (O,) nella direzione (/), il cui punto 
di fuga sarà L'=Q. Sono ovvie le semplificazioni per costruire ®,,, es- 
sendo P, allinfinito di P,Q, considerando sia, come innanzi, su y la rappre- 
sentazione bicentrale di x di cui f”, è all’ infinito, sia la rappresentazione 
dlella prospettiva di centro (0,) in cui M,,, è la prospettiva di (M,) di ,, 
ed il raggio (0,M.) ha la imagine O‘,,,M,, con punto di fuga L'e traccia M,,,, 
che ne resta determinata. 


LR | 


4. Se nel caso precedente sia x, = y, ovvero, nel caso n. 2 sia Q = 1; 
sono ovvie le semplificazioni «delle costruzioni nella risultante particolare 
proiezione bicentrale. 


5. Qualora nella ipotesi precedente L= Q = P,, cioè (2) è normale a y, 
sarà ©, coincidente con ®,, e di ogni punto (M) si hanno le proiezioni 
M,= M, e M,, donde la quota M,M*, ricadendosi nella ipotesi del è 2, nu- 
mero 2 a). 


6. Sul quadro -y sia ®,, come innanzi, la prima prospettiva di centro (O,) 


della figura (®), e P,, la seconda prospettiva concentrica di (®,) ottenu - 
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tasi dalla proiezione ortogonale di (®) su 7, disposto parallelo all'orizzonte 
di (O,). 

Il punto fondamentale Q e quello principale P, saranno all’infinito del 
raggio (0) di fronte per (0,) normale a 7, , la linea di orizzonte 1, sarà la retta 
di fuga /',, di 7,, ed il segmento M,M,, normale a #_, — parallelo ao'— 


sarà l’imagine o prospettiva della quota % di (M) su 7,. 

. Basterà in questa ipotesi considerare su y la rappresentazione della 

proiezione di centro (0,), poichè il piano biproiettante p = (0,0,M) avrà su y 

la traccia sj = M,M,, e su 7, in (Q,M.), mentre il piano di profilo per (M) 

contenente (M,) e M, avrà per traccia s, normale a ?#. in T=t%, -P,M,,,; 
UP 2 11; 


che è il piede della perpendicolare da M,, a t nel piano x, Onde su 8, 

Ta 
lì proiezione goniometrica di M,, darà M*,, e la proiezione normale di M, 
darà M,, che rappresentano, rispettivamente, le proiezioni prima e seconda 


nella rappresentazione di Monge su y quando t., ne sia la linea di terra, 


e 7, l’altro piano di riferimento. 

Si noterà che di questa particolare coppia di prospettive su 7, più 
semplicemente di quanto è stato detto innanzi, si può considerare la coppia 
M,,, — M, come rappresentatrfce di (M) nel sistema in cui>le costanti sono 
PUPO PRIAMAR PA normale al raggio di riferimento della coppia di punti M,,, 


e M, di y, — questa la prospettiva di (M), quella la sua diproiezione prospet- 
tiea —, che per le proprietà di rappresentazione e di proiezione apparisce 
analoga a quella di Monge. 


$ 4. Impiego di prospettive fotogrammetriche orientate. 


Da quanto si è esposto si deducono le seguenti utilizzazioni di prospet- 
tive fotogrammetriche con le condizioni in cui possono essere impiegate nella 
pratica, specialmente le prime per i rilievi di manufatti di forma regolare 0 
di opere architettoniche, l’ultima per rilievi topografici. 


A) Una fotografia di cui sia possibile stabilire la intrinseca (interna, 
prima) orientazione, ovvero una prospettiva fotogrammetrica orientata, è capace 
di rappresentare (restituire) la figura — sufficiente, cioè, a far determinare di 
ogni suo punt) (M) la proiezione normale M, sul piano della. prospettiva 
(piano verticale), ovvero sul piano ad esso ortogonale parallelo all’orizzonte 
o con questo coincidente, e la quota relativa — : 


a) se contiene pure l'ombra (seconda prospettiva concentrica) portata 
su di un piano verticale da una sorgente luminosa (faro di luce, riflettore); 
e sia possibile con la seconda orientazione delle prospettive determinare il 
detto piano verticale nella suna intersezione col piano di terra della prima 
prospettiva, ed il riferimento della sorgente luminosa al centro o quadro 
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della prospettiva anzidetta, ad es. se si abbia la imagine O”, di quella sor- 
gente nella prima prospettiva, e la distanza dal primo centro di prospettiva. 
In tale caso dovrà verificarsi che le prospettive dello stesso punto debbono 
essere allineate con O',, e le costruzioni innanzi indicate al $ 3 n. 1 faranno 
restituire la figura, 


è) se contiene pure V ombra, come nel caso precedente, portata sul 
piano della prima prospettiva, Le condizioni d’impiego della prospettiva sono 
conformi alle precedenti, e le costruzioni da seguire per ottenere la figura 
sono quelle indicate nel è 53 n. 2, 


c) se nelle ipotesi a) e 2) l’ombra sia generata da un fascio di raggi 
luminosi, di cui nella prospettiva si abbia, o si possa costruire il punto di 
fuga L', col quale debbano essere allineate le coppie di prospettive dello 
stesso punto. Le costruzioni a farsi sono quelle del $ 3 numeri 3 e 4, 


d) se contiene pure la prospettiva della proieziene ortogonale della 
figura su nn piano parallelo all'orizzonte, o sul piano di terra della prima 
prospettiva. Deve verificarsi che le prospettive di uno stesso punto della 
figura debbono trovarsi su una retta (di riferimento) normale all orizzonte 
della prima prospettiva, onde possa ottenersi, con le costruzioni indicate nel 
$ 3 n. 6, la figura nella rappresentazione di Monge. 

| 

B) Una fotografia, come innanzi, ovvero, una prospettiva fotogramme- 
trica orientata, è capace di completare la rappresentazione della figura col 
metodo di Monge, se di essa si conosce solo la seconda proiezione (ele- 
ato), ovvero solo la prima proiezione (pianta). 


a) nel primo caso, riferito il centro della prima prospettiva al piano 
dell’elevato della figura, — a seconda che questo piano sia quello della prospet- 
tiva, ovvero in rapporto al medesimo sia di profilo, ovvero un piano verti- 
cale, di cui si abbia la traccia nel piano di orizzonte nella prospettiva 
anzidetta, o si possa stabilire (assegnare, predisporre, o rilevare) il riferi. 
mento per la rappresentazione sul primo, — la corrispondenza necessaria fra la 
prospettiva di un punto di cui si conosce l'elevato, e le eostruzioni a farsi 
per ottenere la fignra sono quelle innanzi riferite al $ 2 n. 2 a) e $ 3, n. 5. 





b) nel secondo caso, costruita mercè il riferimento geometrico delle 
prospettive la proiezione ortogonale, come al $ 2 n. 2, è), del centro (0,) della 
prima prospettiva sul piano 7, della pianta della figura cercata, e determi. 
nata, altresì, la corrispondenza necessaria di prospettività dei fasci, che proiet- 
tano, V’uno in 7, la (®,) e l’altro in 7, la ®,, si eseguiranno le costruzioni 
indicate per ottenere la proiezione quotata dalla figura (®). 


C) Una coppia di prospettive bicentrali fotogrammetriche orientate 
non complanari, — ovvero due fotografie internamente orientate, allora quando 
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siano riferibili geometricamente, ovvero orientabili in seconda maniera, —sono 
sufficienti a far costruire la figura se —— determinati sui due piani delle pro - 
spettive ad es. sul primo il punto Q, e sul secondo il punto Q,, nonchè in 
entrambi la retta s di intersezione comune, quante volte non risulti sulPuna 
prospettiva quella del centro dell’altra (stazione di rilevamento) — sovrap- 
poste sul quadro le due prospettive avendo in comune la s, le 2, e 7, parallele 
tra loro, e Q, P, e P, per diritto, e determinato il punto di incontro Q*, della 
seconda linea di orizzonte con la congiungente Q con Q;, si verificherà la 
corrispondenza tra le prospettive per la quale il fascio proiettante la pro- 
spettiva prima da Q e quello proiettante la seconda da Q, sieno prospettivi 
con l’asse in s: allora la proiezione quotata della figura (®) sul quadro si 
costruirà con le norme indicate nel $ 2 n. 1. 


Napoli, febbraio 1923. 
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PICCOLE NOTE BIBLIOGRAFICHE (XXIV). 


C. BURALI FORTI, Geometria descrittiva. Torino, Lattes e C., 1921. 
BOSSI LI. 

Il vol. I oltre una Introduzione nella quale sono esposte nozioni comuni 
a tutte le specie di rappresentazioni in un piano ed alle proprietà fonda- 
mentali delle figure .geometriche, contiene V Assonometria, ed il vol. II la 
proiezione quotata, la doppia proiezione Monge e la Prospettiva. 


H. SCHMIDT, La teoria di relatività dell’ Einstein. [Trad. di T. Bembo e 
R. Contu], Milano, Hoepli, 1922. 

È la traduzione di un corso di conferenze sulla relatività professate nel- 
l’Istitàato libero di cultura di Altona sull’ Elba. È opera di volgarizzazione. 


Fundamenta Mathematicae. Redaktorowie S. Mazurkiewiez e 
iesibcerpiun ski. Warszawa, t. I, 1920; t..II, 1921; t. III, 1922. 

È una nuova Rivista che pubblica Memorie e Note dedicate esclusiva- 
mente alla teoria degli insiemi e ad argomenti affini. Tale limitazione di ar 
gomenti è abbastanza strana per una Rivista matematica. 

I tre tomi che sono stati finora pubblicati contengono lavori di Sie r- 
pinski, Mazurkiewicz, Wilkosz, Banach, Kuratowski, 
Lebesgue, Moore, Rajchmann, ed altri. 

L. AMoROSO, Lezioni di Economia matematica. Bologna, Zanichelli, 1921 
(di p. XH4- 478). 

Non tutto il fenomeno economico può essere sottoposto ad una analisi 
quantitativa: a questa sfugge per esempio l’atto volitivo dell’individuo o della 


‘collettività: vi sono però leggi fisse ed immntabili costituenti, come dice V’A., 


barriere che non è dato nell'azione collettiva come nell'azione individuale, supe- 
rare. Il libro costituisce appunto una chiara e attraente esposizione delle 
leggi fondamentali dell’economia espresse come relazioni analitiche fra quegli 
elementi (quantità di merce consumata e venduta, prezzo di vendita, ecc.) 
che nel complesso economico sono suscettibili di una valutazione quantitativa, 
fanno cioè l’ufficio di variabili indipendenti. 

È un campo questo in cui vi è ancora molto da fare. È oltremodo inte- 
ressante il prospetto col quale termina il volume e nel quale è indicato con 
un suggestivo parallelo fra Meccanica razionale ed Economia matematica, 
quale è il cammino finora percorso da questa e quale quello ancora da per- 
correre sulle traccie della Meccanica razionale, scienza sulla quale l'Economia 
matematica si modella. 
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Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Uni- 
versitiit. Herausgegeben von W. Blaschke, E. Hecke, I. Radon. 
Hamburg, I Bd..1. Heft, 1921; 2. Heft. 1922. 

Nei primi due fascicoli di questa nuova Rivista vi sono, oltre ad arti- 
coli dei redattori, note di Osprowzki, Reidemeister, Stein- 
hagen, ecc. e la prima puntata di un interessante lavoro di David 
Hilbert su «I nuovi fondamenti della matematica », 


E. PASCAL, I determinanti, 2.* Ediz. Milano, Hoepli, 1923 (di p, VIII392). 
Piuttosto che esaminare partitamente le modificazioni e le aggiunte introdotte 
in questa 2. edizione, val meglio riprodurre la prefazione che IA. vi ha 
preposto : 

Quando poco meno di trent anni fa, ideai quest opera sui determinanti, 
ebbi per iscopo di raccogliere in piccola mole tutte quelle ricerche speciali su 
questo soggetto che erano disseminate in numerose raccolte scientifiche e che fino 
allora non avevano trovato posto nei Trattati, in modo da dare al lettore una 
nozione per quanto possibile completa, sia pur qualche volta sommaria, dello 
sviluppo che aveva preso la teoria, e porlo in grado, col’aggiunta di numerose 
e frequenti indicazioni bibliografiche e storiche, di trovare da sè la strada per 
approfondire lo studio. 

Credo che il mio libro non mancò di arrecare un vantaggio agli studiosi 
di matematica; esso si diffuse presto in Italia ed anche in Germania mediante 
uva buona traduzione che ne fece nel 1900 il dr. H. Leitzmann, comple- 
tandola nelle note bibliografiche con quella accuratezza minuziosa che è caratte» 
ristica degli studiosi del suo Paese, traduzione che fu in quell’anno pubblicata 
dall editore Teubner di Lipsia, ed alla quale io feci alcune modificazioni 
ed aggiunte. italia 

È naturale che, dopo tanti anni, quel libro (la cui edizione fu presto esau- 
rita) aveva bisogno di essere profondamente riveduta, ed è a questo lavoro, non 
agevole nè poco faticoso, che mi sono accinto per la nuova edizione che presento 
al pubblico matematico; questo appartiene ora, in massima parte, ad una gene- 
razione diversa da quella a cui fu dedicato l'antico lavoro, ma spero che la nuova 
generazione vorrà accogliere il mio libro con la stessa simpatia dell’antica. 


E. PASCAL, Lezioni di Algebra complementare. 5.8 ediz., Napoli, 1923, 
(di p. XVI 340). 


L. PINCHERLE, Gli Elementi della teoria delle funzioni analitiche, Parte I. 
Bologna, Zanichelli, 1922 (di p.. XVII + 401). 

Lo scopo dell’A., eminentemente didattico, è, come dice A. stesso, quello 
«di dare agli studenti una adeguata conoscenza dell’ammirevole costruzione do- 
vuta al' genio di Cauehy, di Riemann e di Weierstrass, e che 
costituisce uno dei Capitoli più organicamente perfetti e più attraenti dell’ Ana- 
lisi matematica. 
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È un libro che renderà utili servigi all'insegnamento delle matematiche 
superiori nelle nostre Università. 


Bollettino dell’ Unione matematica italiana. Bologna, Zaniebelli, Anno I,1922. 
Questo nuovo Periodico, sotto la direzione dei Proff. Pincherle e 
Bortolotti, si propone di giovare aglì studiosi, pubblicando oltre che 
piccole Note, anche sunti di lavori italiani (fatti dagli stessi Autori), sunti di 


lavori esteri, recensioni, corrispondenze ed un esteso notiziario. 


W. NERNSY- A. SCHOENFLIES, Hinfihrung in die mathematische Behand- 
lung der Naturwissenschaften. Munchen u. Berlin, R. Oldenbourg, 1923 [di 
p. XII -|- 502]. 

È la 10* edizione di un libro comparso fin dal 1895 e che ha per iscòpo 
di fornire agli studiosi di scienze naturali quella preparazione matematica 
che è loro necessaria. Il volame che, anche nelle precedenti edizioni, era 
specialmente notevole per la grande abbondanza e la sapiente scelta delle 
applicazioni e degli esempi tratti da tutti i campi della fisica, della chimica, 
della meccanica, esempi utilissimi perchè mettono subito in grado lo studente 
di considerare il vasto campo di applicazioni pratiche che la matematica ha 
nelle scienze sperimentali, si è ora accresciuto di un capitolo sulla Relatività 
in cui sono esposti i primi fondamenti di tale teoria, e di un altro sulla 
struttura dei cristalli, dovuti eutrambi al secondo degli Autori; mentre il 
primo vi ha sviluppato in qualche pagina il nuovo principio che egli stesso 
ha aggiunto ai due classici principi di termodinamica e che va ora appunto 
sotto il nome di Principio di Nernst. 


G. VIVANTI, Complementi di Matematica. Milano, Hoepli, 1923 [di pagine 
XIII + 388]. 

È anche questa la 2* edizione di un’opera dedicata agli studenti di 
scienze naturali; ed anche qui il lettore è posto subito in presenza, nelle 
parti V (Meccanica) e VI (Termodinamica e meccanica chimica), delle sva- 
riate applicazioni della matematica nel cainpo delle seienze naturali, per ben 
comprendere certi particolari aspetti delle quali, non è affatto inopportuno il 
capitolo sul Calcolo delle probabilità che forma la parte IV del volume, 


M. PICONE, Lezioni di Analisi infinitesimale. Vol. I: -La derivazione e 
l’integrazione. Parte I. Circolo mat. di Catania, 1923 [di p. XI -|- 347]. 


T. LEVI-CIvITA e U. AMALDI, Lezioni di Meccanica Razionale. Vol. 1. 
Cinematica, Principi e Statica. Bologna, Zanichelli, 19238 [di p. XIII--791]. 
È il primo volume di un’opera che, pur rispecchiando i corsi universi. 
tari che i due illustri Autori dettano da molti anni, ne è alquanto dippiù, 


Sì da diventare un vero e proprio trattato di consultazione, sia per il modo 


vario e vasto col quale son esposti gli argomenti, sia per i commenti e gli 


32 ) 


schiarimenti e le luci che continuamente ed opportunamente son gettate sui 
campi laterali, sia per | abbondanza di esempi sviluppati e di esercizi. pro: 
posti che chiudono ogni capitolo. 


G. BELARDINELLI, Esercizi di Algebra complementare. Bologna, Zanichelli, 
1923 [di p. 280]. 

Il volume contiene —- come dice il Prof. Pincherle nella breve pre- 
fazione preposta — una, non vastissima, ma assai buona raccolta di esercizi 
opportunamente scelti ed accuratamente graduati, relativi alle varie parti del- 
VAnalisi Algebrica e della teoria delle equazioni, nei limiti entro i quali viene 
generalmente contenuto Vinsegngmento di queste materie nei nostri primi bienni 





di matematica. 


L. BIANCHI, Teoria dei numeri algebrici. Pisa, Spoerri, 1923 [di pagine 
V + 691]. \ 

Dopo due capitoli preliminari sulle proposizioni di aritmetica razionale 
riguardanti forme lineari, sulla metrica di Minkowski, sui campi qua- 
dratici e la prima introduzione degli ideali secondo Dedekind, Vi è 
esposta ordinatamente tutta la teoria generale dei corpi algebrici con la trat- 
tazione di quelle parti che richiedon solo la conoscenza dell’algebra. I due 
ultimi capitoli sono dedicati ai principi dell’aritmetica analitica. 

È un magnifico libro di cui si arricchisce la letteratura matematica 
italiana. 


A. KOPFF, / fondamenti della relatività Einsteiniana. Trad. di R. Contu 
e T. Bembo. Milano, Hoepli, 1923 [di p. XXX + 955]. 

Nel volume è compresa anche una parte III con seritti di Castel. 
nuovo e Levi-Civita; ed una parte IV contenente le opinioni di 
qualche studioso di fisica, astronomia, matematica e filosofia sul valore e le 
interpretazioni della teoria. 


B. MARcOLONGO, Relatività. 2. ediz., Messina, Principato, 1923. 

Isaurita in brevissimo tempo la 1.* ediz. di questo prezioso volume, ne 
è questa una nuova ritoccata ed ampliata. L'A. vi ha aggiunto due appen- 
dici, la prima sul nuovo concetto del parallelismo introdotto da Levi Ci- 
vita, la seconda destinata a dare la necessaria veduta d’ insieme delle 
nuove teorie. 

La semplicità e la chiarezza dell’ esposizione rendono questo libro il 
migliore forse di quelli che sono stati scritti sulla Relatività. 


MARIO PASCAL. 
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SUI MASSIMI E MINIMI DELLE FUNZIONI RAZIONALI 
FRATTE DI TERZO GRADO DI UNA VARIABILE 


PER 


VITTORIA NOTARI (a Reggio Emilia) 


(con 5 figure nel testo) 


La ricerca dei massimi e dei minimi reali di una funzione razionale 
fratta di grado n» 


a+ aettprit4aa 
be 4 botti i, db, 


n, 


ossia la determinazione delle radici reali della sua equazione discriminante, 
si può ricondurre a quella dei punti doppi proprii della serie lineare g', (‘), 
formata dai gruppi G,, in cui la funzione £ acquista il medesimo valore. 

Per n= 2 l’ equazione discriminante è del 2° grado e la ricerca delle 
condizioni per la realità delle sue radici non presenta difficoltà ; d’altronde 
la g', è un’ordinaria involuzione di coppie di punti, ed è noto che l’esistenza 
o meno dei punti doppi è caratterizzata dalla mutua posizione di due coppie 
qualunque; precisamente, esisteranno il massimo ed il minimo se le due 
coppie sono reali e non si separano, oppure se una sola, od entrambe sono 
formate da due punti immaginari coniugati. 

Per n= 3 Vequazione discriminante è del 4° ordine ed esistono ancora 
note regole algebriche (°) per distinguere l esistenza di quattro, due, zero 
radici. 

Nel presente lavoro noi ci proponiamo di sostituire alle suddette regole 
algebriche, considerazioni geometriche, basate sulla mutua posizione di due 
terne qualsiansi della g',. Nella prima parte, ci limitiamo all’esame della po- 
sizione relativa di due terne e giungiamo alle conclusioni : 

a) se le due terne si separano mutuamente, mancano punti doppi, 
b) se le due terne sono isolabili, ne esistono quattro, 


DI 





(4) Cfr. O. Chisini, Sui problemi di massimo e minimo. Periodico di Matematiche, 
s. IV, VE, n. 3. i 
(2) Cfr. ad es. Cesàro, Analisi Algebrica; Netto, Lezioni d’ Algebra, 


VO. LXI. 5 


peer “e 
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e) se due punti di una terna sono compresi fra due consecutivi del’al- 
tra; oppure se due punti di una terna 0 di entrambe sono immaginari comiu:. 
gati, sì presenta ambiguità. 

Nel 2° Capitolo completiamo la ricerca con un’ analisi geometrica più 
approfondita, che risulta dal trasportare la g', dalla retta su di una conica, 
e diamo una regola per distinguere in ogni caso il numero dei punti doppi, 
basata sul confronto dei valori di aleune espressioni formate coni coefficienti 
della funzione presa in esame. 

In ultimo diciamo qualche cosa su ciò che delle precedenti considera- 
zioni sì può estendere al caso di n qualunque. 


CAPITOLO I. 





1. Sia 
1) rita a+ ag 4 a,x + a, (0) 
— be + be 4 be + bd, 90)” 


la funzione razionale fratta di 3° grado, di cui ci proponiamo di studiare la 
esistenza dei massimi e dei minimi. 

I gruppi di livello della (1) formano una serie o involuzione lineare 
semplicemente infinita g',, che è determinata da due gruppi qualunque, in 
particolare dalle due terne 


a+ ae + age + a, = 0 j bt + bae° + ba + b, = 0, 


rispettivamente zeri e poli di t. I massimi ed i minimi di # coincidono con 
i punti doppi della g',. Infatti gli estremanti di (1) sono dati dalle radici 
dell'equazione # = 0, o ciò che è lo stesso, dall’altra 


[PAM PD, di Da, = 0; 
inoltre un punto doppio della g°,, radice doppia 


(3) to, — g,=0 


annulla la (3) e la sua derivata rispetto ad «, e quindi soddisfa alla (2). 
Le radici della (2), di grado effettivo 4, rappresentano massimi o minimi 
se sono radici semplici, ossia se corrispondono a punti doppi e non tripli 


della g',. 


2. Ciò premesso veniamo all'esame della mutua posizione di due terne 
qualsiansi della g',; le rappresenteremo su di un cerchio i cui punti eorri- 
spondono biunivocamente e realmente ai punti della retta; mettiamo così in 
evidenza l’unicità del punto all’oo. 


9 x 


w” 


Indichiamo con 


-» 
so 
w 
SI 

> 

t 

vw 


le due terne scelte, che supporremo dapprima formate di punti reali e di- 
stinti. Potremo avere i casi : 
a) le due terne si separano mutuamente, si presentano cioè nell'ordine: 


SG BAD. Ab Bi; 


b) le due terne sono isolabili, ossia una è contenuta fra due punti 
consecutivi dell’altra ; si presentano cioè nell’ordine : 


A,B,B,B,A,A,; 


e) due soli punti di una terna sono compresi fra due punti consecu- 
tivi dell’altra; si presentano cioè nell’ordine : 


A,B,B,A;B,A,. 


Nel caso a) mancano punti doppi, nel caso d) ne esistono sempre quattro, 
il caso c) resta dubbio, potendosi avere due o quattro punti doppi (in ogni 
caso due almeno). | 

Per venire alla dimostrazione dei singoli casi occorre premettere qualche 
lemma. Sappiamo che ogni gruppo G, della g!, è determinato da uno qua- 
lunque dei suoi punti; ed inoltre sappiamo che i G, corrispondono biunivo- 
camente al parametro tf. Variando quindi con continuità, sempre in un 
determinato senso, il parametro t, partendo da un valore qualsiansi a, per 
ritornare in a, i G, corrispondenti variano pure con continuità e sono sempre 
differenti l’uno dall’altro. i 

Chiamiamo con X,X,X, la terna variabile e con A,A,A, quella deter- 
minata da t =; questa terna divide la retta in tre segmenti ATAGRTAZA + 
A,A,. Ciò premesso dimostriamo : 


LEMMA I. Mentre t varia con continuità, sempre nello stesso senso, par- 
tendo da a per. ritornare in a, un punto X della terna variabile si muove pure 
con continuità sempre nello stesso senso, fino a che incontra un suo omologo 
(punto doppio) e non può passare da un segmento ad un altro attraversando 
uno dei punti fissi A, (i=1, 2, 3) (1). 

Invero se ad un istante, un punto X della terna variabile retrocede, i 
punti cui torna a sovrapporsi appartengono ad almeno due gruppi diversi, 


(4) Dal punto di vista della teoria delle funzioni giova osservare che fino a quando X, 
non si avvicina ad uno dei suoi omologhi, si mantiene funzione univoca del parametro y, 
quindi approssimabile con una funzione lineare. 


= “I 
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il che è assurdo. Inoltre se durante il movimento della # il punto X passa, 
ad es., dal segmento A,A, nell’ altro A,A,, dovrà sovrapporsi per un va- 


lore t di t ad A,; il punto A, viene coì ad appartenere alle due terne di- 


stinte definite da t =a e t=t4, il che è assurdo. 

Se per un valore t =? un punto X', incontra un altro punto X°, della 
stessa terna (punto doppio), per valori di t abbastanza prossimi a #,X, di- 
viene con X', immaginario e cessa la considerazione del senso del movimento 
di entrambe. 


Osservazione. Durante il movimento della t si conserva la parità o di- 
sparità del numero dei punti X della terna variabile che cadono in ognuno 
dei tre segmenti A,A,, A,A.,, AA, 

LEMMA JI. Se al variare della terna due punti X,X, confluiscono in un 
punto doppio U', vi confluiscono muovendosi in senso contrario. 

Supponiamo che i due punti vadano a coincidere in U muovendosi nello 
stesso senso; dovranno variare entrambe, mantenendosi distinti, in un me- 
desimo intorno di U, supponiamo nel sinistro e l’uno, X, , resterà più prossimo 
dell’altro ad U. Sia P un punto dell’ intorno citato, con esso coincideranno 


successivamente X, per un certo t ed X, per un conveniente t # #; il punto 


x 


P viene così ad appartenere a due terne distinte e ciò è assurdo. 


LEMMA III. Due punti consecutivi della terna variabile appartenenti ad 
uno stesso dei tre segmenti fissi A,A,, AgA,, A,A,, si muovono in senso con- 
trario e eomprendono una coincidenza. 

Siano X, = B, , X, = B, due punti della terna t=d compresi nel seg- 
mento A,A,; supponiamo che al variare del parametro essi si muovano nello 

stesso senso, ad es., verso A,. Fra X, ed X, non può 
CA mai cadere X,, perchè, non potendovi comparire attra- 
verso ad una coincidenza, per penetrare fra essi dovrebbe 
sovrapporsi ad X, oppure ad X,, il che porta alla con- 
A ] clusione assurda che il punto X, , oppure X, , appartiene 
a due G, distinti. Segue che X, percorrerà tutto il 
segmento B,B, (qui interviene l’ipotesi che i due punti 
hi o appartengano allo stesso segmento), indi passerà oltre; 
il punto B,, ed infiniti altri del suo intorno vengono 

ad appartenere a due G, distinti, il che è assurdo. 

I due punti X, ed X, si muovono quiudi in senso contrario e danno 
luogo ad un punto doppio dopo aver percorso insieme il segmento B,B,. 

Veniamo ora ad esaminare i casi enunciati al principio del presente 
numero. 

a) Se due terne qualsiansi della g'., si separano mutuamente, non possono 
esistere gi, punti doppi. 

Poichè in ognuno dei segmenti A,A,, A,A,; AA, ; il numero dei punti 
di un’altra terna non può variare che per numeri pari, questo numero deve 
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essere sempre 1. D'altra parte A,A,A, non sono punti doppi, dunque vale 
la tesi. 

Viceversa. Se una' g', non possiede punti doppi, tutte le coppie di G,.si 
separano, ; 





Invero se esistono nella g', due gruppi A,A,A,, B,B,B,, disposti nel- 
l’ordine I) A,B,B,A,A,B, 0 II) A,B,B,B,A,A, segue (lemma III) che fra B,B, 
in 1) e fra B,B,, B,B, in JI) esistono punti doppi, contro l’ipotesi (intendiamo 
escluso il caso in cui ogni G, contiene due punti immaginari coniugati). 

b) Se le due terne sono isolabili la g', possiede quattro punti doppi. 

Sia A}A,A,B,B,B, la posizione relativa delle due terne. 

Le coppie di punti consecutivi B,B,, B,B, del gruppo t = bd, sono con- 
tenute fra due punti consecutivi A,A, dell’altro t = a, comprendono quindi 
entrambe (lemma III) un punto doppio. Analogamenté si trova che le coppie 
A,A,; A}A, di t—=a, contenute fra due punti consecutivi B,B, di t =, 
comprendono ciascuna un punto doppio. Questi quattro punti doppi sono 
distinti se, come abbiamo supposto, sono tali i punti delle due terne. 

Viceversa. Se una g', possiede quattro punti doppi 
esistono in essa coppie di G, disposti come nel caso b). 

Sia A,A,A, una terna della g',, di punti reali e 
distinti. In uno almeno dei tre segmenti A,A,, A,A,, 
A:A,, ad. es., in A,A,, esisteranno due punti U,U,. 





Sia t = t la terna cui appartiene U,; il terzo punto Ss 
. r 
di questa terna deve trovarsi anch'esso fra A,A,. In SI Pe 
x 


vero variando con continuità il parametro a partire da tf, , 

in modo che U, si risolva in due punti reali X,X, (vedi lemma II); uno di 
esso X, tenderà ad A,, l’altro al punto doppio U, ed incontrerà ivi X.. 
Affinchè ciò sia possibile occorre e basta (v. lemmi I e II) che il punto X, 
della terna variabile sia compreso fra A, e U,. 

c) Se due punti consecutivi di una terna sono compresi fra due solì 
punti consecutivi dell’altra esistono almeno due punti doppi, ma ne possono 
esistere quattro. 

I punti si susseguono nell’ordine A,B,A,B,B,A,. 

Per il lemma III segue immediatamente che fra B,B, esiste un punto 
doppio e così fra A,A,. Inoltre variando il parametro da t = d, può darsi 
che fra A,A, cada sempre un punto solo della terna variabile oppure ve ne 
cadano anche tre. In questo secondo caso (v. 5) esistono fra A,A,, anzi fra 
B,A,, due punti doppi. 
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3. Supponiamo ora che una od entrambe le terne prese in esame con- 
tengano due punti immaginari coniugati. 
a) Una sola terna contiene due punti immaginari coniugati. 
Sia reale la terna t=a e il punto B, della terna t—=D compreso fra A,A,. 
In ognuno dei segmenti A,A, ed A,A, esiste un punto doppio. Invero se P, 
è un punto del segmento A.,A,, in questo segmento cade un altro punto P,, 
della terna t = p (v. Oss. lemmi I,.IIl) mentre P, cade fra A,A,. Inoltre 
nel segmento A,A, possono cadere, come nel caso c) 2, due altri punti doppi 
o nessuno. È 
Db) Entrambe le terne contengono due punti immaginari coniugati. 
Se tutti i g, sono di tal natura, mancano, com’è evidente, i pùnti doppi; 
se esiste un G, formato da tre punti reali ci riconduciamo al caso ora esa- 
minato. 


Osservazione I. Per 1’ applicazione dei risultati ora ottenuti osserviamo 
che se non souo noti i tre poli od i tre zeri della g',, per evitare la risolu- 
zione di una o di due equazioni di 3° grado, possiamo prendere in esame due 
terne per ciascuna delle quali sia assegnato un punto, per es. le due terne 


: a 
definite da t= Do ,t= 1 che contengono l’una lo zero, l’altra 1’oo. 
3 
Potrebbe anche essere utile considerare una sola terna, ed un’altra ad 


essa infinitamente prossima (e cioè la di nei punti di questa terna): oltre 


da —. i : 
al vantaggio che queste at si‘esprimono linearmente, si avrebbe l’altro che 


non si presenterebbe il caso d’eccezione delle righe seguenti. 

Nel caso a, = d,, quando cioè le due terne ora considerate coincidono, 
è utile offettuare sulla # la traslazione a = X + a, che non altera la natura 
della g', stessa (!). Nella trasformata i due termini noti di 0,(r--a) e p(XH-a) 
(v. (1) 1.) sono a, = (a), di, = (4) Si può sempre scegliere a in modo che 
sia g(a) + v(a). 

Osservazione IT. Dalle cose dette risulta manifesto che una g', con punto 
triplo possiede due punti doppi oppure tutti i suoi gruppi (punto triplo ec- 
cettuato) contengono due punti immaginari coniugati. Ed una g', con due 
punti tripli è formata esclusivamente di G, contenenti ciascuno un sol punto 
reale (punti tripli esclusi). 


CAPITOLO II. È 


1. Ci proponiamo ora di completare l’analisi del problema, trasportando 
la g', dalla retta su di una conica, e di dare una regola pratica per decidere 
in ogni caso dell’ esistenza dei punti doppi, in base all'esame dei valori di 
alcune espressioni formate con i coefficienti di #. 





(4) Cfr. ad es, S. Pincherle, Lezioni di Algebra complementare, Cap. XXV, pag. 479. 


Bia 


(39 ) 
Sia 
(1) (a, — bb)e® + (a, — db, t)e® 4- (a, — bt)a 4+-a, — bt=0 
equazione della g',: ponendo y = a° essa viene a trasformarsi nel sistema 


(4, = bt)cey ST (a, Ur b,t)y 9% (4, ED b,t)x î, SLA tb, i 
(2) 


eda 
diaz D- 


cioè la g', data risulta proiettiva a quella segata sulla parabola y= «? dal 
fascio d’iperbole equilatere 


(3) (a, — db b)ey + (a, — dt)y + (a, — db,tla + a, — b,t =0 


passanti per i punti x_, ed y, (due punti base del fascìo 1). Ponendo in (3) 


i È 
aa cn otteniamo l’iperbole degenere nella retta all’oo e nell’altra 
(1) 
(4) (ab, — 4 b)y + (ab, — 40,)t + (ad, — 4h) = 0 


che congiunge gli altri due punti base del fascio ; la indicheremo nel seguito 
con la lettera R. 

Consideriamo tutte le g', (3) che contengono una terna fissa qualunque, 
ades. la.t—=0, P,P,P,. segata sulla parabola dall’iperbole 


agy + agata, =:0, 


fuori del punto all’co. Il fascio di iperbole che stacca ognuna di queste g', 
è definito dalla retta R, e viceversa. 

Se fissiamo i valori di d, e di d,, la (4) definisce un fascio di rette pa- 
rallele fra di loro; cioè (2) (v. I, 1.) determina un fascio ls) di g', 
( — al _ coefficiente angolare di R), che dipende dal parametro  b,. 

1 1 
Ad ogni valore di d, corrispondono biunivocamente le quattro iperbole del 
fascio tangenti alla parabola, quindi la quaterna dei punti di contatto varia, 
al variare di d, in una g',. I sei (') punti doppi di questa serie corrispondono 
in modo biunivoco alle g', di l) con punto triplo ed a quelle con punto 
fisso: quattro fra essi sono noti, i tre punti P,P,P.,; della terna scelta, ed 
il punto all’oo della parabola. Invero quando la R spostandosi parallela- 
mente a sè stessa si sovrappone ad uno dei punti P,, la g', acquista quel 
punto come fisso; inoltre la R, per db, = 00 va a coincidere con la retta 


(4) Cfr. F. Enriques, Zeoria geometrica delle Equazioni, Bologna, v. I, libro II, 
Cap. I. 
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all’oo, che, contata due volte, ci dà un’iperbole quadritangente alla parabola. 
Gli altri due punti doppi T, e T, sì possono facilmente isolare; ne daremo 
in seguito le coordinate. 

Una g',, fatta variare con continuità nel fascio 13), potrà perdere od 
acquistare due punti doppi solamente attraverso ad un punto triplo oppure 
ad un punto fisso; segue quindi che le sei g', di 1), corrispondenti ai 
punti doppi della g',, separano senza ambiguità i vari tipi di g', del fascio. 


2. Per distinguere i vari tipi di g', del fascio ls) ci riferiamo alle con- 
siderazioni fatte nella I parte; esaminiamo cioè la posizione relativa delle 
due terne 


Go =P.RE9 : Gieib£oai 


dove R,, R, sono i punti in cui la retta R sega la parabola; 0 ciò che è 
lo stesso la posizione di R,R, rispetto alla terna fissa. 

I tre punti P,P,P,, supposti ora reali, dividono la parabola in tre archi 
P,P, , PP} ; P:P,; Supponiamo che l’arco P,P, contenga il punto all’oc. 
Affinchè uno solo dei due punti R,R, sia compreso in uno dei tre archi, ad 
es.: P,P,, occorre e basta che la R, loro congiungente, tagli la corda (seg- 
mento finito) P,P.. 

Segue che R, si troverà in P,P,, mentre R, si troverà nell’ altro areo 
finito P,P, sempre e solo quando la KR taglia contemporaneamente i due seg- 
menti P,P, e P,P,. In questo caso le due terne G e G' si separano mutua- 
mente e la g', cui appartengono non possiede punti doppi (v. I 2. a). 

Viceversa se una g', non contiene punti doppi, tutte le coppie di terne 
si separauo mutuamente, quindi anche G, e G',, ossia i due punti R, ed R, 
cadono V uno in P,P,, Valtro in P,P,. 

Segue che per distinguere l’esistenza o non di questo tipo di g', in Ts), 
occorre e basta verificare se la retta R, fatta passare per P, sega esterna- 
mente od internamente alla parabola il segmento rettilineo P,P,, che inter- 
cetta l’arco infinito di parabola. i 

Inoltre se R, ed R, cadono entrambe nell’ arco co P,P,, ed in questo 
caso solo, le due terne G, e G/, sono isolate e la g', cui appartengono, pos- 
siede quattro punti doppi (v. 1. 2. d). 

Quando invece R, ed R, sono entrambe compresi in P,P,, P,P,, 0p- 
pure quando uno solo cade nell’ arco co, due soli punti di una terna sono 
compresi fra due consecutivi dell’altra e la g!, cui appartengono possono avere 
due oppure quattro punti doppi (v. I. 2. ec). Questa ambiguità, che verrà ri- 
solta dalla considerazione dei punti T,T,, permane quando KR, ed R, diven- 
gono immaginari coniugati. 

Richiamato ciò, supponiamo anzitutto T,T, immaginari coniugati. 

Siano Rp, , Rp,, Rp, le tre rette R delle g', di ls), aventi rispettiva- 
mente P,, P,, P, come punto fisso, e P’, , P', , P‘, le rispettive intersezioni 


è 4 


mr E 
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con l’asse y (v. fig. V). Se la retta Rp, taglia il segmento P,P,, ossia se è 
interna alla striscia Rp,, Rp,, taglia pure il segmento P‘,P‘,, che congiunge 
un punto di una parallela con uno dell’altra, e viceversa. Abbiamo cioè: 

a) Se il punto P', è interno al segmento P',P", il fascio Vs) non. con- 
tiene g', senza punti doppi. 

b) Se il punto P', è esterno al segmento P',P', il fascio Vs) contiene g', 
‘senza punti doppi. 

l’asse y viene così diviso dai punti P',P”,P",00 in quattro segmenti ; 

quando la retta R passa da un segmento al segmento consecutivo la g', 
variabile in 1,5) acquista un punto triplo; si perdono cioè o si acquistano 





due punti doppi, I punti P' possono essere disposti dall’alto al basso, come 
segue: 


papa papato 01103) PPP, 


conveniamo di chiamare P’, quello dei due punti P',P', che ha ordinata 
maggiore). Abbiamo quindi i due specchietti. 
a) Se la retta R taglia l’asse y nel segmento 


o P', la g', possiede quattro punti doppi 


Eod'sbda » due » » 
BEPzio: e » quattro » » 
P',00. », » Î » due » Serna 


(Se la R sega y nel segmento co P’, le terne” G e G' sono isolate; in 
| ogni altro caso si presentano come nel caso dubbio). 
b) Se la retta R taglia l’asse y nel segmento 


00 P’, la g', possiede quattro punti doppi 


PE aa » » » due » » 
PP » » zero » » 
Pircolta» » due » pina 
VOL, LXI. 6 
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Siano T, e T, reali. I due punti P',,P', in cui le due rette R delle g', 
che hanno come punto triplo rispettivamente T, e T,, non possono cadere nel 
segmento co P' e nel caso è) neppure nell’ altro P',P',, perchè le rette R 
che segano 1 asse y nell’ intorno di ognuno di essi, definiscono g', di tipo 
diverso, mentre le due terne G e G' continuano ad essere isolate o a sepa- 
rarsi mutuamente. Segue che P',,P'. ci fanno passare da g', con due (quattro) 
punti doppi a g', con quattro (due). 

Inseriti quindi P', e P'. negli specchi a) e d) si vede subito come questi 
restano modificati. 


Osservazione. Come caso particolare può darsi che due punti P' coinci- 
dano : allora uno dei segmenti si riduce ad un punto che viene a godere 
delle proprietà dei due estremi. La g', definita da questo punto viene ad avere 
due punti tripli, oppure un punto triplo ed un punto fisso, oppure due punti 
fissi. Quest’ ultimo caso avviene se la R è parallela ‘ad uno dei segmenti 
PIP: Pose 

. 

3. Esaminiamo ora il caso in cui due punti della terna fissa sono imma- 
ginari coniugati. 

Se la retta R sega la parabola la terna G’ è reale e la g', relativa 
possiede almeno due punti doppi (v. I. 3.). È 

Inoltre se T, e T, sono immaginari coniugati, in ls) esistono solamente 
una g', con punto triplo (00) ed una g', con punto fisso (P,). 

Quest’ultima, oltre al punto fisso, possiede due punti doppi; infatti, 
prescindendo dal punto fisso, resta una g', cd i due gruppi G e G” ci danno 
due coppie di cui una immaginaria. Questa serie ci separa quindi g', di Vs) 
con due (quattro) punti doppi da quelle con quattro (due). 

Se poi P, è esterno all’arco di parabola R,c0R,, gli archi R,00 ed cook, 
comprendono entrambe un punto doppio, ognuno dei quali tende all’ oo col 
tendere all’ infinito della retta R. Segue che se la R sega l’asse y nel 


segmento 
co P', la g', possiede quattro punti doppi 


pi oo » » » due » » 


Siano ora T, e T, reali. L’asse y viene diviso da punti P‘,P',P', co in 
quattro segmenti. 

Per riconoscere la natura delle g', definite dai punti di ognuno di essi 
basta determinare il numero dei punti doppi delle g', che hanno rispettiva. 
mente co, T,,T, come punto triplo e ricordare che nell’intorno di yz, ® 
punti di ordinata positiva corrispondono g', con due oppure con quattro punti 
doppi ed a punti di ordinata negativa g', con zero oppure due punti doppi 
(rue SI. 


Osservazione. Dall’ analisi dei n.i 2, 3, resta escluso il caso a, = d,, in 
cui la retta R risulta parallela all’asse y. Si può evitare un esame partico- 


t X 43 ) 
lare di questo caso; che del resto sarebbe semplicissimo, effettuando in £, 
sulla variabile x, la proiettività —, che ci riconduce al caso generale (!). 
x 


Se è contemporaneamente a, = d, ed a, —d,, la g', viene ad avere y , 
come punto triplo; invero la R va a coincidere con la retta all’oo, e se la 
contiamo due volte otteniamo ‘un’iperbole del fascio quadritangente alla pa- 
rabola. L'equazione dei punti doppi della g', si riduce quinili di 2° grado. 


4. Ci proponiamo ora di cercare un eriterio pratico per conoscere in ogui 
caso, il tipo della g', presa in esame. 

L'equazione che ci dà i punti doppi della g', ((1), I, 1), ossia l'equazione 
della g', (II, 1) è - 





a, 4, | ; LO N a, 4, a, 4, | qa, |9 4 
n ‘ A È Ad € ) e 
(1) at +4 3 d9+ i -- e 42 Pi saÙ 
b, db, b, di, b, db. UNI, b, D Doro: 
od anche, mettendo in evidenza bd, 
a, 4, 4, 4, a, 4, | 
ai 4 2 dC 3a b, + x°+2a,b,x+-a,b, 
Bet 
(er cb, — b, db, b, Di b, D, ua) 
Ser ki ‘ 2 bi Traù i AIA Rue 
ZA,t 2a,Xx 4-4, (4) 


Procedendo in modo analogo troviamo l’equazione dd, — Y,0°,=0 dei 
punti doppi della g’,; essa risulta di 5° grado, perchè Vo figura fra le sue 
radici ed è inoltre divisibile per a, | a,ex° + a,x 4- a,. Si ha cioè 


a, 4 a, A, a, a, 

lee PL A ae Di 

vg (at a + aa) 43 XL CUI 
i 1 b, b, b, d, b, 

Le ascisse x, ed x, dei punti T, e T, sono date dalle radici dell'equazione 


U, @ U, a a, 


1 CASE 2 0 2 1 
(3) 3 xd + 3 + “01. 
bibi b, bi b, Db, 
IRIS Da o 
* a + aa ag + a, AE 
Ciò premesso sia t — RAI TIR la funzione presa in esame 


bh, + ba? + be 4+d, 


A e b, sono ora numeri ben detarariati) + insieme ad essa consideriamo 
LI 132 fl . L È, 
il fascio Ts) di 9g, 


(4) vi a, + ajax? ne a, e a, 


be +00 + da +d, 
(la (4) è ottenuta ponendo nella data al posto del numero db. il parametro b,), 


cui appartiene la g', considerata. 


(1) Cfr. Pincherle, cit. 
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Siano inoltre a, f, Y gli zeri di t (!), ossia le ascisse dei punti P,, P,, P,. 
Supporremo | 
1° caso a, B, ‘| reali. 


at @ sg Ì 
Costruito è — — 2, coefficiente angolare di R, cerchiamo le ordi- 
a, — d 
1 41 


nate vp, , YP, , Yr, dei punti P', (v. II, 2). Dal sistema ; 
\4 ARES) G 
| ge |) 


ricaviamo yp, = o(% — è); analogamente 
1 b) 


ye — Pt) ’ yps = (7 — è). 


Supponiamo a < BZ | ed inoltre yp, > Ypy ; Sarà purè, essendo P, com- 
preso nell’arco finito di parabola (v. II, 2) ypg < ye, (@); disponendo le or- 
dinate in ordine decrescente, potremo avere 


a) ye, yPa YP; ; D) yp, YUp:YPr - 


Nel caso a) ai.punti del segmento 
oo P', corrispondono g', con 4 punti doppi comunque siano n, gii 


P.iP& » De rtl ia » se T, e T, sono imm. vi 
FiéPgi » SARE SE E. » dit dado » » 
Pica » » Da » » >» bd » è 


Nel caso 6) ai punti del segmento 
, Ure ’P] , ù i j Ù ni je r 
co P', corrispondono g°, con 4 punti doppi comunque siano T, e T,. 


PiPo » va dale » se T, e T, sono imm. coniug. 
Piz » pra id aa » comunque siano T, e T,. 
P', 00 » Dad ni dan » se T, e T, sono imm. coniug. 


Ciò fatto cerchiamo l’ordinata yp. del punto P', intersezione della retta R, 


(e -2)y + (ee + (a) =0, 


relativa alla .g!,, con l’asse y, ossia 


dg — db 
YVp= FRE 


inserito yp nello specchio a) o 8), la g', sarà dello stesso tipo della g', di I, 
definite dai punti del segmento in cui cade yp. 
Se T, e T, sono reali, troviamone le rispettive ascisse x,4, radici della 


equazione (3), ed anche i valori e,, del parametro d,, che definiscono le due 
cia, pa Li 





(i In ogni caso ci sono note la terna contenente lo zero e l’ altra contenente 1 00 ì 
(v.36L: 5); N. 
(2) Se fosse Va > Vip; sarebbe Vo << Var sì procederebbe in modo analogo. Ù 

3 1 2 3 
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serie del fascio (4) contenenti T, o T, come punto triplo, e che si ottengono 
sostituendo in (2) ad # i valorî x, ed «,. Le rette R, ed R, di queste g',, sono 


(at) + (eta a =0 
(air (alata —a=0; 


= 0a “77051 ti, 
(5) Yp = b ’ Upi ò 
O, — 0 dA 


quindi 


(C9) 


2° 


LS] 


Ì 


Sappiamo che i punti di un intorno di yp;, 0 di yp, definiscono in questo 
caso esclusivamente g’, con due, oppure con quattro punti doppi, per ciò, 
inseriti questi due valori negli specchi a) e d) si-vede immediatamente come 
li modificano. 

2° caso a reale, B e | immag. coniugati. 

Calcolato come sopra yp, ed yp:, se T, e T, sono immaginari coniugati, 

la g', possiede 
quattro punti doppi se yp > YP, » 
due punti doppi se yp < yr, - 

Siano T, e Y, reali. Determiniamo yp, , ye; (5), ed inoltre i due punti 
doppi della g', di ls) che contiene come triplo il punto all’oo, ossia deter- 
miniamo le radici «,, , dell'equazione 3a,2° + 24,0% + a, = 0, ottenuta  po- 
nendo in (2) b, = 00. 

Se ordiniamo per valori decrescenti le tre ordinate yp,yp,Yp,, i punti 
P',P',P', possono essere disposti 

nere E ; Di PES bto E ole Pri Pro, 

L’asse y viene in ogni caso diviso in quattro segmenti; il seguente specchio 

mostra qual tipo di g', corrisponde, in ogni caso, ai punti di ognuno di essi. 


segmento punti doppi 
a) db) c) uju2 reali usim. coniug, 
bi i 
leo, Up co P, lo.©) RA 4 2 


palpa pa 4 
Riti bi Pili Pi id | 2 
pia GO ERG Pioog pi. 0 


Pea PI 2A 2 


Nel caso e) ai punti del segmento P’,P', quando %«,,, sono reali, pos- 
sono corrispondere g', di Ts) con quattro, oppure con zero punti doppi. Si 
toglie questa ambiguità verificando se una delle 9’, che contengono T, o T, 
come triplo possiede o no due altri punti doppi; se esistono vale il numero 
quattro ; se mancano lo zero, 
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L’equazione che ci dà questi due punti doppi si ottiene ponendo in (2) b,==e, 
(oppure d,—e,) e dividendo il primo membro per (r—x,)? (oppure per (#—,)?). 

Possiamo osservare inoltre ‘che nel caso a) le radiei w,,v, sono sempre 
reali, altrimenti avverrebbe che a punti di un intorno di P'’, corrisponde- 
rebbero in l') g', con zero punti doppi, il che è assurdo (v. II, 2). 


x 


Infine ci proponiamo di vedere quando è possibile estendere al caso di 
« qualunque le considerazioni fatte in I e II. ! 

Osserviamo anzitutto che i lemmi I e II e le relative dimostrazioni val- 
gono, senza modificazioni, per n intero positivo qualunque; il III lemma si 
modifica leggermente come segue : i 

Due punti consecutivi B, Bj, di un gruppo G, di una g',; definito dal 
valoret = b del parametro, compresi fra due punti consecutivi A; A;y, di un G, 
scelto, si spostano al variare di t, partendo b, in senso contrario e comprendono 
almeno un punto doppio. 

Siano X;= B; ed X,,, = B;}, i due punti consecutivi del gruppo t = bd, 
compresi fra A, ed A,;, del G, scelto. Supponiamo che al variare di t, par- 
tendo da d, i due punti X, X;;, si muovano entrambe verso A.;},. Durante 
questo movimento fra B, e B;;, possono comparire punti del G,, vari;rbile 
solamente a coppie, attraverso a coincidenze; se non ne compaiono X; per- 
correrà (v. I, 2, 1. I) tutto il segmento B; B,,, (prima che # assuma il valore 4), 


e per t=t+ b coinciderà con il punto B,+,,il quale viene ad appartenere 
a due G, distinti. Ciò è assurdo e l’assurdo permane anche se fra B, e B;4, 
compaiono punti doppi. Invero sia U, uno di essi; apparso si scinderà in 
due punti X, X, che si muoveranno in senso contrario (v. I, 2, 1. II). 

Uno di essi X, tenderà a B,, e lo raggiungerà, dando luogo all’assurdo 
citato, se fra U, e B,;, non appaiono altri punti doppi. Analogamente si pro- 
cede se fra U, e B,;, compaiono punti doppi. 

Concludiamo che i due punti consecutivi B, e B;+, sì muovono in senso 
contrario; comprendono quindi almeno un punto doppio. 

Ciò posto dall’esame della posizione relativa di due gruppi qualsiansi 
di una g’,, seguono le proposizioni : 3 9 

a) Se i due gruppi si separano mutuamente, non esistono punti doppi. 

b) Se i due gruppi sono isolati esiste il massimo numero di punti 
doppi, ossia 2n — 2. ) 

c) Se fra due punti di un G, cadono r punti dell’ altro, esistono al- 
meno 2r — 2 punti doppi. 

Invero un G, divide la retta in n segmenti ; quello di essi che contiene r 
punti consecutivi dell’altro comprende almeno (lemma ora dimostrato) r—1 punti 
doppi; inoltre in (n — 1) — (n — 7) almeno fra i restanti segmenti non cadono 
punti dell’ altro gruppo, ossia ognuno eontiene almeno un punto doppio. 

d) Se an G, contiene 2r punti immaginari coniugati la 9’, contiene 
almeno 2r punti doppi, . 
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SULLE VARIETÀ ABELIANE REALI 
E SULLE MATRICI DI RIEMANN REALI 


MEMORIA II. 


DI 


SALVATORE CHERUBINO (a Napoli) 





In una mia prima Memoria (') dello stesso titolo ho mostrato come V’'in- 
sieme delle elassi reali distinte nelle quali possono distribuirsi le varietà 
birazionalmente identiche ad una data varietà abeliana reale V, corrisponda 
binunivocamente all’insieme dei sistemi di realità della V, stessa. 

Questi sistemi di realità sono quelli in cui si distribuiscono le trasfor- 
mazioni antibirazionali involutorie di V, in sè, per modo che trasformazioni 
dello stesso sistema sono idéntiche rispetto al gruppo totale delle trasforma: 
zioni birazionali di V, in sè, mentre trasformazioni di sistemi diversi sono 
distinte. 

Per giungere, quando si può, alla determinazione di questi sistemi di 
realità è indispensabile indagare come si distribuiscono le trasformazioni 
antibirazionali involutorie che appartengono alla stessa schiera di una data. 

Questa distribuzione dipende in. modo essenziale ‘dalla configurazione 
che la totalità dei sistemi di periodi simultanei per un certo sistema «,, 
U,, ++.3, di parametri per la varietà, di cui i primi % sono numeri reali 


«e gli altri immaginarii puri o nulli (sistemi di ordine h) assume rispetto alla 


parità dei coefficienti intieri coi quali quei sistemi di periodi si esprimono 
nelle linee della matrice di Riemann ® relativa a quei parametri: e di. 
pende ancora dal modo come questa configurazione si riflette in quella analoga 
dei sistemi di periodi simultanei per gli stessi « di cui i primi % sono numeri 
imaginarii puri o nulli e gli altri numeri reali (sistemi di ordine h rovesciato). 

Propriamente, le trasformazioni antibirazionali involutorie che sono nella 
stessa schiera con una data di ordine % rispetto agli « (Cfr. n. 8) si distri- 
buiscono in sottoschiere co? (dimensione reale) di trasformazioni distinte che 
sono, generalmente, in corrispondenza biunivoca con le parità distinte dei 
sistemi di periodi di ordine %& per quei parametri. Però il numero di queste 


(1) « Sulle varietà abeliane reali e sulle matrici di Riemann reati ». [Giornale di Matem, 
di Battaglini s, 3, vol. 60, p. 65-94, 1922], 


td ERA O via 12°) © RO 
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sottoschiere si divide (secondo i casi specificati nel testo) per due, per 
quattro, ete..... quando la configurazione dei sistemi di periodi di ordine & 
ha degli elementi in comuue (cioè della stessa parità) con quella dei sistemi 
di periodi di ordine % rovesciato e si riduce al minimo, cioè ad uno, se la 
prima configurazione è contenuta nella seconda, 

Il massimo numero di sistemi di periodi di ordine % pei parametri «, a 
parità tutte distimte, si chiama indice di parità di ordine h degli integrali «, 
ossia della matrice di Riemann © relativa a quegli stessi «, ed è una 
potenza di 2 il cui esponente è un intiero < 2p, che si chiama grado di 
parità di ordine h per la ©. 

I sistemi di periodi dello stesso ordine, ma di parità diversa di una 
stessa © si ottengono come somme dei termini di una successione fondamen- 
tale di tali sistemi, il cui numero è eguale al corrispondente grado di parità 
aumentato di uno. Se una successione fondamentale di parità è contenuta, 
avuto solo riguardo alla parità dei suoi termini, in un’altra successione 
fondamentale di parità, altrettanto avviene per le configurazioni dei sistemi 
di periodi simultanei per gli «, ad esse relativi, sempre nei riguardi della 
parità, e si dice che la prima successione, o la prima totalità, è ( parzialmente 
o totalmente) paritaria alla seconda. 

Questi caratteri e queste nozioni sono inerenti a ciascun sistema di 
integrali semplici di prima specie, ossia di parametri, per la varietà, e quindi 
anche alle corrispondenti matrici riemannianè, 

La presente ricerca, di cui le idee fondamentali potranno essere di non 
scarsa importanza nella teoria generale delle varietà abeliane reali e delle 
matrici di Riemann reali, si conclude qui con un notevole risultato il 
quale ci permette di calcolare il numero delle classi reali distinte esistenti 
nella classe (complessa) di tutte le varietà abeliane birazionalmente identiche 
ad una data varietà abeliana reale non singolare (cioè priva di trasforma- 
zioni birazionali singolari in sè). 


$ 1. Indici e gradi di parità di una matrice di Riemann. 


1. Sia V, una varietà abeliana a p dimensioni e siano fissati i para- 
metri ,,%,,...,%, coi quali si* rappresenta, cioè sia fissato un sistema 
U, 3 U,3 +++, , di integrali semplici di prima specie linearmente indipendenti 
della varietà. 

Sia. 

WI | Op Oto Oreglli n 
una tabella di periodi primitivi per gli integrali u,,...,%, Sappiamo che è 


è una matrice di Riemann e che ogni altra tabella di periodi primitivi 
per gli stessi parametri w,,...,%, è una matrice riemanniana 


O je ag 
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legata alla precedente da relazioni del tipo 


1:29 
’ € 
W, — > Us 0 1 rl a 


EA SPA 1) 


ove i coefficienti a, sono numeri interi il cui determinante |a,| ha per va- 
lore assoluto l’unità : 


t | da 





=> deg 
Ogni altro sistema 


Q= (0, Le 3 8) 

di periodi simultanei per le variabili w,,%,,...,%, si esprime come combi- 
nazione lineare a coefficienti interi delle colonne di qualsiasi matrice rie- 
manniana relativa a quei parametri. Cioè a dire si ha / 


4-::29 
Ia Y n, 0, nen bg D 
s 


ed anche 
4002) 
O. — 1,0, ao sa 
: 4 


con m, e &, numeri interi opportuni. 

Il sistema £ ‘determina rispetto alla matrice © (alla matrice ©’) gli in- 
teri m, (gli interi p.,) e viceversa: perciò gli m, (i p,) si dicono gli interi 
caratteristici del sistema £ relativi alla matrice © (alla matrice ©’). 


2. Due sistemi di periodi simultanei 2 ed 2’ relativi agli integrali 
saranno detti della stessa parità o di parità diversa secondoehè le differenze 
(o le somme, il che fa lo stesso) dei rispettivi interi caratteristici sono tutte 
pari oppure ve ne sia qualcuna dispari. e 

Questa definizione è legittima perchè, posto 





fe 2p 4***20 
NA ò Mm; 0; Lite > Us 4) s 
8 s |: 
4° 0:29 43520 


«secondo che le differenze m, — w/, sono oppur no tutte pari, altrettanto av- 
viene per quelle p, — wi, (S=1,2,...,2p) 
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Infatti, stante le relazioni che legano la © e la ®’, si ha 


13029 10+-2P 
u, = Nu, 4, : n, — a 4g) EE Me 
s Ss 
quindi 
40:29 
ii = Mm, — M') dg (1 == 1429008. 2) 
i s 


dalle quali si deducono le altre 
4ee+29 
mi m',= Nu — ph) (e=1231/, 25) 
I 


con gli a’, anel’ essi numeri interi, perchè reciproci dei termini del deter- 
minante |a,|, che è unimodalare. 

Possiamo allora concludere che se sono pari tutte le differenze m,--m/, 
lo sono anche tutte le differenze yu, — p',, e viceversa. 

Ne risulta appunto che la uguaglianza o disuguaglianza di parità dei 
sistemi £ ed 2’ può dedursi riferendosi indifferentemente alla matrice © od 
a quella ©, entrambe relative agli stessi parametri u,,...,%Uy 


3. Fra'i sistemi di periodi simultanei per i parametri %,,...,%,, Né 
esiste almeno uno i cui periodi sono tutti reali : è il sistema Q9=(0 , 0,..., 0) 
i cui interi caratteristici sono tutti nulli (e quindi pari) rispetto a qualsiasi 
matrice riemanniana appartenente agli . è 

Se 


ha i primi } periodi numeri reali, mentre i rimanenti p —% sono numeri 
imaginari puri od anche nulli, si dirà che Q è un sistema di ordine h. 

Se invece i primi % periodi sono imaginarii puri o nulli, mentre i rima- 
nenti p— % sono reali, si dirà che £ è un sistema di ordine h rovesciato. 

Il sistema (0,0,...,0) si può dunque considerare di qualsiasi ordine 
(<= p) diritto o rovesciato. 

È chiaro che ogni combinazione lineare omogenea a coefficienti interi 
positivi, negativi o nulli di 2 o più sistemi di uno stesso ordine-— in par 
ticolare la somma o la differenza — ha ancora lo stesso ordine. 

Sia 


(1) Dic RE 


un insieme di sistemi di periodi simultanei per gli vu, tutti dello stesso or- 
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dine % (diritto o rovesciato) tale che la parità di ogni sistema dello stesso 
ordine di periodi simultarei per quegli stessi parametri « coincida con quella 
di uno e uno solo dei sistemi dell’insieme. 

Poichè le parità distinte cui possono dar luogo tutti i gruppi di 2p 
intieri caratteristici — relativi ad una determinata matrice — della totalità 
dei sistemi di periodi simultanei pei parametri «, sono in numero finito ed 
eguale a 2°? ('), il numero dei sistemi (1) sarà anch'esso finito e <= 2°”. 

Il numero dei sistemi (1), ossia il massimo numero di sistemi dello stesso 
ordine % (diritto o rovesciato) di periodi simultanei per gli w, tutti di parità 
diversa, si chiama indice di parità di ordine’ h (diritto o rovesciato) pei pa- 
rametri «, ossia per una qualsiasi matrice riemanniana ad essi relativa. 

Un tale indice sarà indicato con q,, se diritto, con g',, se rovesciato. 

Poichè abbiam già visto che 


> Ie SO 


Gli indici di parità di una matrice di Riemann (ossia di un sistema di 
parametri della varietà) sono interi (finiti e) positivi. 


4. Per formare la totalità dei sistemi di ordine %, a parità tutte di- 
stinte, pei parametri %,,%,,...,%); Si può procedere come segue : 

Sia Q‘ un sistema di periodi di ordine h ad interi caratteristici tutti 
pari: esso esiste sempre, potendo prendere per esso il sistema 29=(0 , 0 ,..., 0). 
Se £ è un sistema di parità diversa da ©, in una prima linea si scrivano 
i sistemi 

glo) È O LQ. 


. Esistendo un Q* di parità diversa da questi due, si formi Valtra linea 


Q0LO* ,. Q0L9Q949* 


È chiaro che i sistemi di questa linea sono di parità distinta fra loro 
e da quella dei sistemi della linea precedente. . 

Se esiste un nuovo sistema ** di parità diversa da quella dei 4 sistemi 
finora scritti, aggiungendolo a tutti quanti si formerà la terza linea 


QLL 9, ge L90940 Lor Lo, Qu Lo por Lo» 


(4) Questo risultato è immediato. Non sarà però inutile rilevare che un gruppo ordi- 
nato di n interi può presentare soltanto le seguenti parità: 
1 parità con gli n interi tutti pari 


Y E P . 
(1) » » un solo intero dispari 


n c è 
(3) » » due soli interi » 


e così via, Dunque in tutto : 1 + (1) + (5) +... + (, vi i) — (1) = 2" parità diverse, 





la quale risulterà anch’essa di sistemi di ordine » a parità tutte fra loro di- 
stinte e distinte da quelle dei sistemi delle due precedenti linee. 

Così si continuerà ottenendo nuove linee ognuna contenente tanti sistemi 
quanti ne contengono tutte le linee precedenti prese insieme e tutti di parità 
distinte fra loro e da quelle dei sistemi delle linee già scritte. 

L’operazione di cui sopra avrà termine perchè finito è il numero delle 
parità distinte possibili. 

Poniamo che si possano così scrivere, in totale, /, linee, e non più. 
Allora il numero dei sistemi scritti, che risulterà eguale all’indice di parità 
di ordine % della matrice che si considera, è dato dalla somma 


IA BI 1a 


Il numero delle linee di cui sopra si dirà grado di parità di ordine h 
diritto o rovesciato) e si indicherà con f,, se diritto, con f',, Se rovesciato. 

Tenendo presente, poichè £°‘ non può mancare, che ad f,=0 (0d f*,—=0) 
corrisponde 9g, = 1 (0 g', = 1) il risultato conseguito si enuncia : 

a) ogni indice di parità per una matrice di Riemann (ossia per un si- 
stema di integrali semplici di prima specie di una varietà abeliana) è una 
potenza di 2 il cui esponente è il corrispondente grado di parità. 

È poi chiaro che 

b) i gradi di parità di una matrice di Riemann di genere p (ossia di p 
integrali semplici di prima specie indipendenti di una varietà abeliana) sono 
tutti interi positivi 0 nulli non superiori a -2p. 


b. La formazione della totalità dei sistemi di ordine &_a parità tutte 
distinte per gli stessi parametri, ha messo in evidenza la successione .di 
S,4+ 1 sistemi di periodi 


90 RR RT 


CI 


la quale gode la proprietà che la somma di un numero qualsiasi di suoi 
termini (consecutivi o non) non è mai della parità di 2°‘ e gode anche quella 
che la parità di ogni altro sistema di ordine 4%, per i parametri w, coincide 
con la parità di una somma di sistemi della successione stessa. Ogni sue- 
cessione di sistemi di ordine % (diritto o rovesciato) di periodi simultanei per 
i parametri v la quale goda delle due proprietà ora indicate si chiamerà una 
successione fondamentale di ordine h (diritto o rovesciato) per gli «, ossia per 
ogni loro matrice riemanniana. 
Sono evidenti le seguenti proposizioni : 
Data una successione fondamentale di ordine h (diritto 0 rovesciato) per 
una matrice di Riemann: 
a) fra i suoi termini figura sempre il sistema 0 (ad interi caratteri- 
stici tutti pari, 0 nulli); 
b) l’ordine dei suoi termini può essere comunque mutato ; 





mn; 


» a © dal ah "o 
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c) la totalità dei sistemi di periodi simultanei pei parametri u dello 
stesso ordine e le cui parità siano tutte distinte, si può ottenere escludendo 9° 
dai termini della successione data e sommando i rimanenti a 2 a2,a3A43,. 
iu tutti i modì possibili, senza ripetizioni, e poscia aggregando tutti i termini 
della successione, compreso °° ; 

d) il numero dei suoi termini è eguale al corrispondente grado di parità 
per la matrice èw, aumentato di uno. — 


6. Siano 


ed 


RE go gt gres) ot 


due successioni fondamentali di ordini rispettivi %& e %, per due matrici (di- 
stinte o <oincidenti) © ed ©’, di egual genere p. 

Supponiamo che le parità degli elementi della prima ceoincidano con 
quelle di altrettanti elementi della seconda. Per la proprietà 4) del numero 
prec., possiamo addirittura supporre che le 2 successioni siano ordinate in 
modo che gli elementi della prima sieno della stessa parità degli elementi 
di egual posto nella seconda. La prima successione fondamentale di parità 
si dirà allora paritaria alla seconda, parzialmente o totalmente secondo che 
il numero degli elementi della seconda è maggiore o uguale al numero degli 
elementi della prima, 

Dalla proprietà c) del numero precedente segue allora subito che : 

a) Se una successione fondamentale di ordine h di una matrice rieman- 
niana w di genere p è paritaria ad una successione fondamentale di ordine k 
di una matrice è di egual genere, ad ogni sistema di periodi di ordine h per w 
corrisponde un sistema di periodi di ordine k per w' avente la stessa parità. 

In tal caso si dirà anche che la totalità dei sistemi di periodi di ordine 
h per ® è paritaria (parzialmente o totalmente) alla totalità dei sistemi di 
periodi di ordine % per ©'. Si può quindi enunciare che : 

b) La totalità dei sistemi di periodi di un certo ordine per una matrice 
riemanniana w di genere p è paritaria (parzialmente o totalmente) alla totalità 
dei sistemi di periodi di un certo ordine per una matrice ‘w' di egual genere 
soltanto a patto che qualche successione fondamentale relativa alla prima totalità 
sia paritaria (parzialmente o totalmente) a qualche successione fondamentale 
relativa alla seconda. 

E allora tutte le successioni fondamentali della prima totalità sono ordi- 
natamente paritarie (parzialmente o totalmente) a quelle della seconda. 

È poi evidente che : 

c) Una successione fondamentale riducentesi al solo sistema 9 è pari 
taritaria a qualunque altra, 
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i. È interessante rilevare, e se ne vedrà fra poco l’importanza, che gli 
elementi di ogni insieme di q, sistemi di ordine 


(2) 9.0 


di periodi simultanei per le «,,...,%,, ie cui parità siano tutte distinte, 


; ; SRUR0E 2 tI È 2 h : Ù 
possono distribuirsi in più modi in Si coppie, in di quadruple, in "i ottu. 
re] 
SPOT i ; SPIRE 
PIO I LL 2"—ple.... tutte ben determinate e a 2 a 2 prive di si- 
dl 


stemi comuni. Ecco come : 

Indichi, al solito, 2‘ un sistema ad interi caratteristici tutti pari e 
sia, a piacere, 2 un sistema di parità diversa .da Q°, 

Considerando ciascun sistema-9 come coincidente o scambiabile con tutti 
i sistemi di ordine % della sua stessa parità, è facile verificare che, aggiun- 
gendo a tutti i sistemi dell’insieme (2), si ottengono i sistemi stessi, salvo 
l’ ordine: si può anzi riconoscere che la permutazione operata sugli ele- 
menti (2) non lascia fermo alcun elemento. 

È infatti chiaro che, ad es., i due sistemi 


O: Qunr ei lt 2 


non sono della stessa parità se non quando lo sono 9 e ®' (basta sottrarli 
e che 


(O) e O + Q 


nemmeno sono della stessa parità, per: hè la loro differenza è £, che non è 
ad interi caratteristici tutti pari. 

Accoppiando ciascun © col corrispondente © + Q che, per la conven- 
zione fatta, appartiene allo stesso insieme (2), è chiaro che si. saranno di- 
stribuiti i (2) in ci coppie ben determinate. 

4 
Si osservi che: 9 capiterà nella coppia di QU, 
Siano ora 


(2) Dirt gti 


? 


h . . . . . 
A sistemi presi ognuno da una delle coppie ora ottenute e conveniamo an- 
dl 
che qui che ciascun 0* sia scambiabile, o coincida, con tutti i sistemi coin: 
cidenti o scambiabili, secondo la convenzione precedente, con sè stesso o con 
il sistema ad esso accoppiato. : 
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Scegliamo, a piacere, un sistema Q* che non appartenga alla coppia di 
Q0 ed aggiungiamolo a tutti i sistemi (2)*, ed ai loro accoppiati. Ciasenn 
sistema, o meglio ciascuna coppia di (2)*, si scambierà con una ed una sola 
coppia di (2)* stesso ed, inoltre, nessuna coppia resterà ferma: ciò risulta 
chiaro, per la convenzione fatta e per la dimostrazione del caso precedente. 
Accoppiando ciascuna coppia 6* dell'insieme (2)* con .-la corrispondente 


9* + Q2*, che apparterrà allo stesso insieme, si otterranno n quadruple di 
sistemi di ordine % a 2 a 2 prive di sistemi comuni. 
Rileviamo che: la quadrupla di 9° conterrà Q, 9* cd 9% 4 Q*, 
Operando come prima su queste quadruple, a mezzo di un sistema Q** 


> 
c 


che non stia nella quadrupla di £°, si otterranno 2 ttuple di cui quella 
di Q0 conterrà Q, QQ, Q2** e le somme di 2 0 più di questi stessi sistemi. 

E così via. 

È importante rilevare che, come risulta chiaro dalla considerazione delle 
coppie, quadruple, ottuple,... contenenti L9, i sistemi Q9, Q,0*,2*..., 
Q**...* costituiscono una successione fondamentale di ordine h e che, viceversa, 
qualsiasi successione fondamentale di ordine h può essere impiegata per ottenere 
la distribuzione dei sistemi (2) in coppie, quadruple, ... a 2 a 2 prive di si- 
stemi comuni. 

Ne risulta anche, come era già di per sè stesso chiaro, che : 

I primi r termini di una successione fondamentale di ordine h possono 
assegnarsi con la sola condizione che la somma di un numero qualsiasi di essi, 
presi comunque, non risulti un sistema ad interi caratteristici tutti pari. 


8. Chiudiamo questo $ accennando ad un esempio che vale a rimuovere 
un dubbio importante che, qualora permanesse, renderebbe il seguito della 
presente ricerca assai meno interessante. 

Si potrebbe, cioè, dubitare che — almeno nel caso delle matrici di 
Riemann reali — due totalità di sistemi di periodi simultanei, una di 
ordine A, l’altra di ordine % rovesciato, siano necessariamente paritarie, 

L’esempio della matrice ellittica armonica mostra immediatamente che 
ciò non avviene. 

Consideriamo, infatti, la matrice ellittica armonica 


o=|1,î 





Essa è reale perchè ammette le due antisostituzioni riemanniane invo- 
lutorie 


)( 56 ) 
cui corrispondono, sul parametro «, le due antisostituzioni 
u = + iu 


(ai segni superiori corrispondono i segni superiori) (!). 
I sistemi di periodi di ordine 1 sono tutti quelli del tipo 


(3) m,0, + nm, = reale 
e di quelli di ordine 1 rovesciato dell’altro 
(3) m',0, + m',0, =imaginario puro o zero. 
Per verificare le (3) occorre e basta porre 
my= 0 ì m, = intero qualunque 


e per verificare le (3) occorre e basta che 





m',=0 4 m', = intero qualunque. 


Allora è chiaro che i sistemi di ordine 1 sono delle due sole parità 
0,0 ed 1240 
mentre quelli di ordine 1 rovesciato solo delle due 
\ESÙ e URAS E 


E perciò le totalità dei sistemi di periodi di ordine 1 e di ordine 1 ro- 
vesciato non sono paritarie. 





(4) Si ha, infatti 


Ae iwy = na DA 


+ iwy = + wy 
ove i-( i)=1,w,=1, w,=i. Cioè a dire sono verificate le relazioni 


1:29 


deep 
» 0; tg = x ani (j$=1,2,..} P.; tesl 2 08p) 
s l 


e le altre 


dep 4.12 
CAI 0 perr+48 0 pers+r 
> Ca dig = » RA E RS DS > dyl as=3 7,021, 2 70 
Ì l'e Polaie=te | be NT) 
7 l 


td 





$ 2. Le trasformazioni antibirazionali involutorie 
della stessa schiera di una data. 


9. La varietà abeliana considerata sia reale, cioè ammetta una trasfor- 
mazione antibirazionale involutoria IA. (') che, come è noto, è caratterizzata 
“da relazioni del tipo 


1 D 
2 (1) u,— ant + a, r=1,2,...,p 
' 4 , 


dove le costanti «, sono individuate a meno di periodi simultanei pei para- 
metri %,. 


i Per la involutorietà di IA occorre e basta che si abbia contemporanea- 
mente È 
ds { 0 
_ ver r + 8 
Da, 0 = ; e eercaltudeir.x 1 
1 » r_uz8 
deep 
Vasa, +a,=9, peste 0 Sti D 


Ù 





I 
dove iaeetar: e) è un conveniente sistema di periodi simultanei per i pa- 
‘rametri %,,...,,, Che può essere anche di periodi tutti nulli, come aeca- 
Birebbe se le 4, fossero tutte nulle. 

Inoltre, alla IA, ossia alla (1), corrisponde una determinata antisostitu- 
zione riemanniana unimodulare per la matrice ®©, che s’indica {LA) la quale 
si scrive 











(4) d',= @; 0, | dg 0 + 1A drop lap t=1,2,..,2p 


‘ed è anch'essa involutoria. 
Hanno molta importanza le relazioni seguenti : (?) 


4-0 022 


Lp ; 
x ili rile PSA sl palin 9, 
> Cia Ger x igiene 2) 
s (A 


(') Con I qui si indica il coniugio dello spazio ambiente. 
(*) Cfr. la mia mem. cit. numeri 4, 5 e 9. 
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: Oi, iso en Cp 0 Se fia 
| A e 117 Digit ct 0 n Ugo 0 ATER 





. . . 


0g ORLO VET I 


di cui queste ultime ci dicono che l'equazione caratteristica della (4) — ossia 
della (A) — ha p radici eguali a | 1 e p radici eguali a — 1. 

Allora è possibile scambiare, ove occorra, ì p parametri %,,...,%, con 
altrettanti, che indicheremo ancora con %,,...,%,, legati linearmente ai 
precedenti per modo che le (1) assumano la forma più semplice 


Rig u',= 8,U, + 2, Pap I RESSE, 


) 
Similmente, le (3) diventano 


dove le e,,€,,...,8, sono p radici dell'equazione caratteristica della (4) (4). 
(3) sa, da, =, ci Sp 
mentre le (2) risultano senz’altro verificate 0, se si vuole, diventano 
6 ETti VS Pit î 
(2) ARR r = IIZRAZOIE 
10. Moltiplicando ambo i membri delle (3) per e, e riunendo con le (3) 
stesse si hanno i 2 gruppi di relazioni simultanee 


see, a 
(5) re 12900509 


a, 4+-e,a, =, 





(4) Per convincersi della possibilità di ridursi alla forma (1) basta osservare che, come 
risulta dalla mia Memoria più volte citata (numeri 13 e 14) la (A) è a divisori elementari — 
tutti lineari, 
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le quali, se a,—= 2’, + i0”,, equivalgono alle alfre : 


\ 2(e, + 1) a, =(8,41)Q, 
(6) * Reti Cali pi 
| 2(e, — l)ia”, = (8, — 1) Q, 


Supponendo i parametri w,;%,,...,%,— come sempre si può, operando, 
ove occorra, una nuova sostituzione lineare — così ordinati che nelle ‘(1)’ 


* 


risulti x 





pesta. i1 x Cir enna essa, 


(U) 


e dicendo allora che la IA è di ordine h (diritto) rispetto ai parametri «, si 
vede subito che, dalle relazioni (6) segue che : 

i periodi &,,...,9, sono reali ed i rimanenti L,4,,...,39, sono ima- 
ginarii puri o nulli; le a”,,:..,0", e le a'4,3:..,3%, sono arbitrarie; le 
on a tsono le metà degli Q,,..,, mentre le tda”,L,} 0... y00 
metà degli Q,4,,...,9; 

Il che si può anche esprimere dicendo che : 

Le costanti o,, è cui valori individuano le trasformazioni antibirazionali 
involutorie della stessa schiera di una data trasformazione antibirazionale invo- 
lutoria di ordine h rispetto ai parametri u sono del tipo 


s 


» sono 


i i 
a, = +4 MOLE SENO, 
dove YO = (2,2 ..,9,) è un sistema di ordine h di periodi simultanei per 
gli u e le a, sono costanti arbitrarie di cui le prime h sono numeri imaginarti 
puri o nulli e le rimanenti sono numeri reali. 


21° 


11. Siano 2 = (9°,,...,97), 2" =(27,,...,Q,)) due sistemi di periodi 
simultanei per i parametri «, entrambi di ordine % e poniamo 


(7) d,, lor + a, 
sp e I 
, Li I 
(7) da 9° r+d, 


Si sa che, affinchè le trasformazioni antibirazionali involutorie della 
schiera di IA che corrispondono a questi due gruppi a, e f, di costanti 
coincidano, occorre e basta che sia 





(8) ao,—B=8 ES due 


con (2,,...,,) un sistema di periodi simultanei per gli w. 
Per le (7), (7) le (8) diventano : 


ii 
(8) Li (QQ) + (a, db) =. 7 2A 
da cui 
Aa, — db.) = 29, — (2, —Q”,) ia Pad Di 
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Cioè, per la coincidenza delle trasformazioni antibirazionali involutorie 
della schiera di IA corrispondenti alle (7) e (7) occorre e basta che i numeri 


2(a, — d,) verdi 29040 Np 


costituiscano un sistema di periodi simultanei per gli « avente la stessa pa- 
rità del sistema 2’ — Q”. 
Se si fosse scelto 


(9) da e="d, Me ia? 
basterebbe avere 


o — Q” — 29 


- 


ossia che 2° ed £" fossero della stessa parità. 
Se si fosse scelto 


(9)° a,— b,=Q*, r ez 


con Q* = (Q*,,...,*%,) un sistema (necessariamente di ordine h. rovesciato) 
di periodi simultanei per gli «, basterebbe ancora, per la coincidenza delle 
due trasformazioni considerate, che £" ed Q" fossero della stessa parità. 
Stante la arbitrarietà delle costanti a, e d,, le scelte (9) e (9) sono 
sempre possibili (le seconde se esiste 0*). 
Se invece £' ed' £' sono di diversa parità le scelte (9) e (9) non veri- 
ficano le (8) ed (8), per soddisfare le quali occorre che i numeri 


2(a, — bd, ns 1480 


costituiscano un sistema * di periodi simultanei per gli «, di ordine % ro- 
vesciato e ad intievi caratteristici non tutti pari, il quale, se esiste, sarà 
sempre della stessa parità del sistema 9' — 2”, già esistente, di ordine %. 

Viceversa, esistano e siano *Q ed Q due sistemi di periodi della stessa 
parità e ad interi caratteristici non tutti pari, il primo di ordine % rove- 
sciato ed il secondo di ordine %, e pongasi 


sa * ab 
d, db, E 7 9 O. pa ‘eg 1 b) 2 ? @ e , P. 


Ne risulta, dalle (7), (7): 


age Cool 1500) r=1,2,..3P 

da cui si vede che perchè i secondi membri di queste eguaglianze costitui- 

scano un sistema di periodi simultanei per gli «, ossia perchè le considerate 

trasformazioni corrispondenti ad £', ossia alle (7), coincidano con quelle cor- 

rispondenti ad £", ossia alle (7), occorre e basta che 2’ — 2” sia un sistema 
di ordine % della stessa parità di *Q e quindi di £. 

E ciò significa che (n. 7) £' ed 2" sono due sistemi appartenenti alla 


)\( 61 )( 


stessa fra le DI coppie che il sistema ®, il quale può sostituirsi addirittura 
con 2° — 2", individua in ogni insieme di g, sistemi di ordine % e di parità 
RO e, j Tg dn 
distinta, e significa anche che, nel caso in esame, individuate queste SÈ cop- 
cit 


pie, i sistemi di ciascuna coppia dànno luogo alle stesse trasformazioni anti. 
birazionali involutorie della schiera di IA. 

Sia ora 

(10) PO SR RO lo *o 1° 
una successione fondamentale di parità, di ordine % rovesciato per la ma- 
trice ©. 

Esistano % sistemi di ordine % per © aventi la stessa parità di altret- 
tanti sistemi della successione (10). Si può sempre supporre (n. 5, è)) che 
questi % sistemi siano tutti in principio delle (10). E allora, ordinando allo 
stesso modo i % sistemi di ordine % che hanno la stessa parità dei primi % 
fra i (10) ed indicandoli 


(10) £ Q(0) È Q' i Q/ seen QUA) 


è chiaro che (n. 7) questi possono considerarsi come i primi & termini di una 
successione fondamentale di parità di ordine % per la w stessa. 

Il ragionamento fatto partendo dalla coppia *., si può dunque ripe- 
tere X — 1 volte di seguito partendo dalle X — 1 coppie (10) e (10) di sistemi 
di ordine » diritto ed % rovesciato corrispondenti, conducendo successivamente 
alle coppie, alle quadruple, ..., alle 2*—ple di cui al n. 7 del $ prec. Con 
ciò, i sistemi di periodi di ordine % a parità distinta si separano in gruppi 





di 2%! sistemi ciascuno — cioè in 2/1_*+1 gruppi — tali che i sistemi di 
ciascun gruppo danno luogo alle stesse trasformazioni antibirazionali invo- 
lutorie della schiera di IA. 

Chiamando sottoschiera la totalità delle trasformazioni antibirazionali in- 
volutorie della schiera di IA cui dà luogo uno stesso sistema ®, si ha dunque 
il teorema: 

a) Il numero delle sottoschiere oo” (dimensione reale) in cui si distribui- 
scono le trasformazioni antibirazionali involutorie distinte di una V, reale in 
sè, che stanno nella stessa schiera con una data di ordine h rispetto a una 
certa scelta di parametri per V,, è una potenza di 2 il cui esponente è eguale 
alla differenza aumentata di 1 fra il grado di parità di ordine h della ma- 
trice riemanniana w corrispondente a quei parametri ed il numero degli elementi 
che hanno la stessa parità, in due successioni fondamentali di parità per ©, 
rispettivamente di ordine h diritto e di ordine h rovesciato. 

E quindi anche (Cfr. n. 6): 

b) Perchè le trasformazioni antibirazionali involutorie di una varietà 
abeliarna reale in sè, che sono nella stessa schiera con una data di ordine 
rispetto a certi parametri, costituiscano una sola sottoschiera occorre e basta che 
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la totalità dei sistemi di periodi simultanei di ordine h per quei parametri sia 
paritaria (parzialmente o totalmente) alla totalità dei sistemi di periodi simul- 
tanei di ordine h rovesciato per gli stessi parametri. 


$ 3. Le trasformazioni antibirazionali involutorie identiche 
rispetto al gruppo delle trasformazioni birazionali ordinarie. 


2. Una trasformazione birazionale ordinaria per una varietà abeliana 
si rappresenta, comunque siano stati scelti gli «, con le formole 


(1) Q=...wW=twt+ =19 0: 


Al variar della costante complessa , si ottengono tutte le trasforma- 
zioni birazionali ordinarie di V,; quelle per cui nei secondi membri delle (1) 
compaiono i segni — si dicono di 1° specie, qUelle per cui si hanno i segni 
-- si dicono di 2* specie. 

Se la V, è reale e gli w sono scelti tali che una trasformazione antibi- 
razionale involutoria IA di V, in sè si rappresenta con le formole (1) del 
$ 2, si ha 





(2) STA SO fra an ee Td <A pod RS BR) 


cioè si ottiene una trasformazione antibirazionale involutoria della stessa 
schiera di IA. 
Posto 
(3) vii pt pt TI veti BA, 


*. soddisfano alle stesse relazioni cui soddisfano le 2,, cioè si ha 


(4) cat. d'ali 


ove -a* = (Q* 


_ 


queste a 





* ian 
ot, r=1,2;6..;P 


* . . . n sQ T . 
peso Q*,) è un sistema di periodi simultanei per %,,...,%» 


13. È facile ora FB PAROpTE al seguente quesito : 
quando ed in che modo è possibile determinare le costanti %, tali da s0d- 
disfare alle p equazioni 


Dress D, cen REP 


ove le }, sono costanti assegnate che verificano, come le 4, e le a*,, le p relazioni 


7 


e 
<p 





con (9°,,...,9",) un opportuno sistema di periodi simultanci per u,,...,Up? 
Posto 


ou WAI SER eg fi © VEST 
| piro RAPE E, 





le relazioni in quistione — che possono scriversì 


AP ertoiei Sr Aa ti na 









ì 
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equivalgono, a seconda che la C è di 2* o di 1* specie (segni superiori o 
segni inferiori) alle 2p seguenti 


(5) Ne Lia darete DI 


od alle altre 2p: 
la , va 1) và = È ha gia 


(5) 
Î {- e.—- 1) soap ==> cu | a”. 


Sa 9 
("I SAR PRIORA 


Si riconosce perciò subito che 

Se la TA è di ordine h rispetto ai parametri u, le (5) sono risolubili allora 
e solo allora che le prime h delle costanti 4, e f, hanno le stesse parti reali e 
le rimanenti hanno le stesse parti imaginarie; mentre le (5) lo sono allora e 
solo allora che le dette parti sono opposte. 


14. Essendo IA di ordine ’ rispetto agli «, dal $ precedente risulta che 
i valori delle costanti relative alle trasformazioni antibirazionali involutorie 
di una stessa sottoschiera della schiera di IA sono del tipo 


I 
x (6) PR. 1-4, PIZZI QUID 


dove le a, sono costanti arbitrarie le prime % imaginarie pure (o nulle) e le 
rimanenti reali ed L= (2,,...,,) è un sistema di ordine /% di periodi si- 
multanei per %,,...,%, il quale o è fisso 0 può essere scambiato con un 
qualsiasi sistema dello stesso ordine e della stessa parità di ®. 

Quando però il sistema £ si scambia con uno della stessa parità ab- 
biamo visto che si ottengono le stesse trasformazioni già ottenute con quel 
sistema, cosicchè le trasformazioni antibirazionali involutorie della schiera di 
IA che sono in una stessa sottoschiera sono esaurite (') dai gruppi di valori 
delle costanti «, dati dalle (6), nelle quali (2,,...,,) è un sistema fisso di 
periodi simultanei per «,,...,%», di ordine &. 

Ne segue immediatamente che 2 gruppi di p valori 2, e f, entrambi 
della forma (6) sono sempre tali da soddisfare le (5) — a norma dell’enunciato 
dell’art. prec. — e perciò due qualsiansi trasformazioni antibirazionali involu- 
torie della stessa sottoschiera sono sempre identiche rispetto al gruppo delle 
trasformazioni birazionali ordinarie di V,. Due trasformazioni di settoschiere 
diverse risultano invece distinte, rispetto a questo gruppo, perchè scambiando 
nelle (6) il sistema £ in un ' di diversa parità non risultano soddisfatte nè 
le (5) nè le (5). 


(1) Sono esaurite, ma non sono in corrispondenza biunivoca coi gruppi di valori delle 
costanti «, dati dalle (6). 


af Cei 0 ino ene ati e ar 
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Possiamo perciò enunciare che 
a) le trasformazioni antibirazionali involutorie di una varietà abeliana 
reale che appartengono ad una stessa sottoschiera sono tutte identiche fra loro 
rispetto al gruppo delle trasformazioni birazionali ordinarie della varietà stessa, 
mentre quelle di due sottoschiere diverse sono sempre distinte. 
Ne segue subito che: 
b) Il numero delle trasformazioni antibirazionali involutorie di una va- 
rietà abeliana reale che stanno nella stessa schiera con una data di ordine h 
rispetto a certi parametri e sono distinte rispetto al gruppo delle trasformazioni 
birazionali ordinarie della varietà stessa è eguale al numero delle sottoschiere 
oo” in cui le trasformazioni stesse sì distribuiscono a norma degli enunciati a) 
e b) del’art. 11. 


$ 4. Il numero delle classi reali di una varietà abeliana reale 
non singolare. 


15. 1 sistemi di realità di una varietà abeliana reale V, Si ottengono 
distribuendo la totalità delle trasformazioni antibirazionali involutorie am- 
messe da V, in sistemi tali che due trasformazioni dello stesso sistema siano 
identiche rispetto al gruppo totale delle trasformazioni birazionali della V,,, 
mentre due trasformazioni di sistemi diversi sono distinte rispetto allo stesso 
gruppo (!). 

Questi sistemi sono in eorrispondenza biunivoca con le classi reali di- 
stinte in cui possono distribuirsi tutte le varietà birazionalmente identiche 
alla data V, (?). 

Detto © il gruppo delle trasformazioni birazionali ordinarie di V, € 
detto I, quello delle trasformazioni birazionali di V, che lasciano fermo il 
punto «,=0,...,%,= 0, il gruppo totale delle trasformazioni birazionali 
di V, in sè si può indicare col prodotto 


. 
dirette PIE PE NIETO O d. TEPOOOT 








r9. 


Allora è facile riconoscere che i sistemi di realità di V, si ottengono 
come segue : : 
Considerata la totalità 


(1) J ERA ART) 


4 2 


delle trasformazioni antibirazionali involutorie di V,: 





(') Cfr. la mia Memoria più volte citata, n. 26. 
(3) Ibidem, n. 27.. 
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1) si distinguano, in primo luogo, secondo la schiera cui ciascuna 
appartiene ; 4 

2) quelle di ciascuna schiera si distribuiscano in sottoschiere distinte 
rispetto ad O, come indicato nei $ 2 e 3. 

Con ciò tutte le J si saranno distribuite in modo tale che quelle di una 
stessa sottoschiera sono identiche rispetto ad ©, mentre quelle di sottoschiere 
diverse sono distinte rispetto ad ©. 

3) Le sottoschiere ottenute con.le operazioni 1) e 2) si distribuiscano 
nuovamente in sistemi per imodo che stiano nello stesso sistema quelle per 
le quali qualche trasformazione dell'una sia identica, rispetto a T, , a qualche 
trasformazione dell’altra, mentre sono in sistemi diversi quelle sottoschiere 
tali che tutte le trasformazioni dell’ una siano distinte, rispetto a I,, da 
tutte le trasformazioni dell’altra. 

Sì saranno così ottenuti i sistemi di realità di V,. 

_ Infatti, se A e B sono due delle (1) appartenenti a sistemi diversi di 
quelli così ottenuti, esse sono distinte rispetto al gruppo I,0 perchè, se 
così non ‘fosse, dovrebbe essere 


LOsbsrori*=bB 
da cui 


GAO-—T-'BI, 


cioè nna trasformazione che sta nello stesso sistema (anzi nella stessa sot- 
foschiera) di A coinciderebbe con una trasformazione che sta nello stesso 
sistema di B, mentre è chiaro che due sistemi qualunque di quelli conside. 
rati sono privi di trasformazioni comuni, i 

È poi chiaro che se A e B sono nello stesso sistema esse sono identiche 
rispetto al gruppo 1,0. 


16. Se una V, è reale, essa ammette una trasformazione antibirazionale 
involutoria J che possiamo ritenere sia quella della sua schiera che lascia 
inalterato il punto (u —=0,...,up=0) (‘) 

Allora il grappo T di tutte le trasformazioni birazionali ed antibirazio- 
nali di V, che lasciano fermo il punto (u,=0,...,u,=0) si ottiene am- 


pliando il I, mediante J, ossia le trasformazioni antibirazionali di V, in sè 








(*) Cfr. la mia Mem. cit. n. 22 e). 

(2) Ibidem, n. 20. 

(3) Questa notazione è stata introdotta nella mia Nota dal titolo: « Sulle curve iperellit= 
tiche con trasformazioni birazionali di 2% specie in sè ». [Atti di Torino, vol. 50, 1914-15]. 
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si ottengono tutte moltiplicando la J, sempre da una stessa parte, per tutte 
le trasformazioni di T, (*). Ciò si può esprimere con le notazioni 


(8) 


Allora il gruppo totale T di tutte le trasformazioni birazionali ed anti- 
birazionali di V, in sè si può indicare con 


Il gruppo T è sempre infinito, mentre il l è finito od infinito secondo 
che tale è .il gruppo I. i 

Poichè ogni trasformazione di I° individua la schiera eni ‘appartiene, e 
viceversa, è chiaro da ciò che precede, che : 

Se il gruppo V, delle trasformazioni birazionali di una varietà abeliana 


| 


reale V.,, in sè che lasciano fermo il punto (u, =0,...,u,= 0) è gfinîto, è si- 
stemi di realità della V, e (quindi) le classi reali distinte in cui possono di. 
stribuirsi tutte le varietà abeliane birazionalmente identiche alla V, sono anche 
in numero finito. 


17. In particolare, se la V, è reale, ma non singolare, ossia è priva di 
trasformazioni singolari in sè, il T, si riduce a due trasformazioni birazionali 
ordinarie, una di 2* specie 


Wi = lege 
che si può indicare con +4 1 e l’altra di 1% specie 


che si può indicare con -— 1. 

Essendo V, reale, esiste una trasformazione antibirazionale involatoria 
laSciante fermo il punto (x, = 0,...,%,=0)la quale poniamo sia di un 
certo ordine hf (diritto) rispetto ai parametri «, ossia rappresentabile con le. 


relazioni 


wu, ="ejU l =1y2 050 


ove.e =a =... ==. .1'ede,, opt ARE 
mazione la indicheremo con J, mentre indicheremo con — J quella, anch'essa 


antibirazionale involutoria, prodotto di essa per la trasformazione antibira- 


() 





DI 


zionale di 1° specie indicata con' — 1. i 





"x 
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Questa-— J si rappresenta sugli x con le formole 
u,= — eu 1=1,2,...,P 


e perciò è di ordine h rovesciato. 
Si ha dunque, nel caso in esame, che 


AN 


LR I ERMES ia RIESI E 


Nella schiera di J vi sono dunque tante trasformazioni antibirazionali 
involutorie distinte rispetto al gruppo 1,0 quanto è il numero delle sotto- 
schiere al teorema d) del n. 14. Così pure nella schiera di — J, salvo che 

il grado di parità di ordine % diritto va sostituito con quello di ordine 
h rovesciato. 


18. Inoltre, poichè J e — J sono trasformate ciascuna in sè od in una 
trasformazione della propria schiera ('4) da qualunque trasformazione birazio: 
nale di V, (ossia da qualunque operazione di 1,0 = ©) e perciò J e — J 
sono ‘distinte rispetto a LO, ne segue che tutte le trasformazioni antibira- 
zionali involutorie della schiera di J sono distinte, rispetto a I,0, da tutte 
quelle della schiera di —J (?). 

Si deduce dunque che le trasformazioni antibirazionali involutorie di V, 
in sè, distinte rispetto al gruppo delle trasformazioni birazionali di V, in sè, 
sono tante quante quelle esistenti nelle schiere di J e di —J ed indicate 
alla fine del numero precedente. 

Concludiamo perciò con il seguente importante enunciato : 

Nella classe (complessa) di tutte le varietà abeliane birazionalmente iden- 
tiche ad una data varietà abeliana V, reale e non singolare, il numero delle 
classi reali distinte è eguale alla somma di due potenze di 2 i cui esponenti 


ì 


sono rispettivamente eguali ai gradi di parità di ordine h diritto e rovesciato 
della matrice riemanniana © relativa a un certo sistema di parametri della 
varietà, ciascuno aumentato di 1 e diminuito del numero k degli elementi 
"della stessa parità che appartengono contemporaneamente a due successioni fon- 





(*) Cfr. la (2) del n 12 od il n. 22 della mia Memoria più volte citata. 
(*) Infatti [Mem. cit., n. 22 a) e b)] una trasformazione antibirazionale della schiera 
di J non potrebbe essere identica, rispetto a I), con una trasformazione della schiera di 
‘\—J se non a patto che, rispetto a [,©, la J fosse identica con la — J. 
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UNA FORMA PIU GENERALE DEL TEOREMA DEI RESIDUI 


NOTA 


DI 


DAVIDE NENCINI (a Palermo) 


1. Sia a un punto del piano complesso, e consideriamo una linea che 
va da a ad un punto 2 qualunque. Supponiamo ché in corrispondenza di 2 
e cella detta linea sia definito un valore che indicheremo (2), e consideriamo 
la funzione (2). Noi supporremo che o(<) sia continua, ed ammetta derivate 
fino all’ordine n» in ogni punto generico del piano. La derivata di (2) in 2 
la denoteremo con %'(). Integriamo (2) lungo la linea az: il valore che si 
otterrà lo indicheremo %©7'(e). Indicheremo pure con 7‘) ogni funzione che 
differisce da quella ora detta per una costante. 

Analogamente con 97” indicheremo una funzione tale che 


d'g_" "& 
da” poca P. 





‘onsideriamo una linea chiusa qualunque L che parta da @ e ritorni, 
senza passare per punti singolari di (2) e consideriamo un’altra funzione (2) 
pure continua che ammetta derivata fino all’ordine n» in ogni puuto generieo 
del piano. 

Dippiù (2) non abbia punti singolari in L e consideriamo una funzione 
d_(2) che abbia un unico valore in a. 

Vogliamo far vedere che, posto : 
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Sommiamo membro a membro le uguaglianze ottenute. Si avrà 
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Ora, si osservi che è: 
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Dimostriamo ora la formola (II). 
Per far ciò faremo vedere che essa è vera per n = 1, e che, ammessala 
vera per n —=m — 1, è anche vera per n—=m. 


Integriamo per parti il differenziale: 4(2) 2(2) de prendendo (2) come 
fattore da integrare. Si avrà: 





V'(2) n — fire p'(e) de. 


Chiamando a’, a” gli estremi coincidenti del cammino chiuso L percorso 
in un certo senso, per es. il positivo, si ha: 


(a x = 4a") a") — 4@) ola"). 


a 


Ma per ipotesi è 


dunque è: 
Dippiù è: 
dunque è: 


e quindi segue : 


na 


| D(2) 0(2) de = do (a)[p'(2) de —|d-!2) v'(2) de. 
È questa la formola II pel caso di n = 1, 
[4 
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Supponiamo dunque che essa sia valida per n= m — 1, cioè che si 
abbia : 


(2) fe (e) = fr 2) de — Grz(@ fire o"-!(2) de + 
me 6.0 
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condo estremo della linea chiusa L. 


seg De dre a’) ), 







ge? 


Teddy 


Do d- 


VOL, LXI, 


i de =a / (2) dz — D. p"(2) 

f p"-4e) d _ ef fr m de "i "1 p"(2) 

_—_ ein A a mf A a m 
Jin (eda si fre da fire 


"a 2A 
{RATTI RO (m_1)! 


dove gli integrali sono da intendersi estesi fia a’ ed a” come primo e: se- 


Integrando per parti e ragionando in maniera analoga a quella usata 
sopra per piro la formola II per n=1, 


tenendo presente l’ ipotesi 


79" (e) de 


free p"A(2) de = = dz fi (2) e"(2) de 


TORE 


X 74) 
Moltiplichiamo queste eguaglianze ordinatamente per 
Gy (d) 
— G,(0) 


G,-(1) 


(— 1)" G.(a) 
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e sommiamo membro a membro le uguaglianze ottenute. 
Si ottiene allora nna uguaglianza il cui primo membro è il secondo 
membro di (2) ed il cui secondo membre è: 
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Ma in base alla (1) è: 
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dunque l’espressione di sopra è nient’altro che il secondo membro di II per 
n —=m, Resta così dimostrata la II per n= m e quindi per » qualunque. 


Un caso particolare notevole di II si ha quando si suppone %4(2) costante 
TERE 2° 
ed uguale ad uno, e dippiù per 47° si prende la funzione —. 
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In questo caso si ha da (1) e da (I): 
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E dalla (II) si ottiene allora : 
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Supponiamo ora che I, sia una linea chiusa semplice e che la derivata 
n° di (2) sia monodroma nella regione semplicemente connessa racchiusa 
da L. Allora sarà anche monodroma in detta regione ogni funzione della 
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gione, di 2° , ed applichiamo il teorema dei residui agli integrali del se- 


dz 212 
condo membro di III; si ottiene la relazione _ 
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Possiamo quindi enunciare la proposizione : 
Her 


Se (2) è una funzione (analitica) con la derivata n°", Ton monodroma 
da 





nella regione semplicemente connessa limitata dalla linea chiusa semplice L, e 


sea è un punto di L, Vintegrale I o(2) de è dato dalla uguaglianza IV. 
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È questa una proposizione più generale del teorema ora invocato dei 
residui. 


Supponiamo ora che (2) sia monodroma nélla regione in cui sta L. 


: È 5 Nd h 2* d'o 
Saranno pure monodrome in questa regione le funzioni della forma vai DAT 
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SOPRA UNA DETERMINAZIONE DI FUNZIONI DI STURM 
DOVUTA AL MOLLAME 


NOTA 


DI 


GIUSEPPE USAI (a Milano) 


« La scomparsa inattesa con dei metodi semplici di un ostacolo contro 
il quale avevano urtato i principi di una scienza era un avvénimento con- 
siderevole ». 

Così scriveva il Terquem (') a proposito del teorema di Sturm (?) 
il quale al suo apparire nel 1829 destò fra i Geometri del tempo una pro- 
fonda sensazione (*) producendo una fioritura di studi preziosi di cui alcuni 
gareggiarono nella ricerca formale più comoda delle funzioni sulle quali si 
basa il teorema. 

Fra i numerosi metodi al riguardo ve n° è uno dovuto al Prof. M o 1 - 
lame (*) il quale forse ne trasse il germe dai classici procedimenti di B e - 
zout sul risultante di due equazioni: esso, per quanto poco conosciuto (°),- 
è dal punto di vista pratico preferibile, a mio parere, agli altri metodi quando 
però sia emendato di errori che ne limitano la validità ad equazioni di grado 
non superiore al terzo. 

Basta perciò osservare che nel caso della equazione 


fa/=6b6_—-a— 70 +e 4a 0 





('4) Terquem, 7héorème de Sturm. Nouvelles Annales de Mathématiques. Tome deuxiè- 
me. Paris 1843, p. 97. 

(2) Sturm, Mémoire sur la résolution des équations numérigues. Mémoires présentés par 
divers savants a l’Académie Royale des Sciences de Paris, t. VI ([835) pp. 271-318. 

(3) Nella storia delle matematiche si possono riscontrare altri esempi di questioni luuga- 
mente meditate e discusse e risolte poi con notevole semplicità e, per citarne una fra le 
più moderne, basta ricordare il problema dei tre corpi per opera di Sundmann; si veda 
Marcolongo, Problema dei 8 corpi. Milano 1919. 

(4) Mollame, Nuova serie di funzioni sostituibili a quelle di Sturm con vantaggio dei 
‘calcoli occorrenti per determinare il numero delle radici reali di un'equazione algebrica. Rendi- 
conti della R. Accademia di Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli, 1883, pag. 256-267. 

(°) Essendo comparso circa 50 anni dopo il teorema di Sturm cioè quando la moda 


si dirigeva ad altri studi. 
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l’ applicazione del processo in discorso fa dipendere ii numero delle radici 
positive dal seguente quadro di segni: 


- + 
+ + 


se 


I+I++1+ 
|++| 


e poichè in tale schema i primi segni delle orizzontali formano 5 variazioni 
e gli ultimi ne formano 3, il numero che si richiede è 5 —3 =2. 
Per le radici negative invece occorre considerare il quadro : 


Spa - 
+ - - 3 


e ragionando come prima la differenza 3 —3,= 0 dice che non esistono so- 


luzioni negative, mentre si potrebbe riscontrare che i numeri |<-1 , —1, 
+2, —3 soddisfano l'equazione data. 


La discordanza è dovuta a ciò: il Mollame, dopo aver dato. un quadro 
di coefficienti e alcuni teoremi utili per trovare il numero delle soluzioni 
positive, tratta in modo diretto la stes-a questione per le radici negative. (5) 
mediante un secondo quadro che ricava dal precedente col cambiare il segno 
agli elementi di posto pari nella prima orizzontale e di posto dispari nella 
seconda; nelle successive linee poi (che egli. chiama orizzontali ad elementi 7 
ed elenca coi numeri d’ ordine 1, 2,3 ,4,...)<fa cambiare il segno 
agli elementi di posto dispari nelle orizzontali 1%, 4%, 73, ...(3h4-1° 
e di posto pari nelle rimanenti. 

Ora questa legge va corretta, per quanto riguarda le linee coi in tal 
modo: il cambiamento di segno è dovuto alle di posto dispari nelle oriz- 
zontali 1* , 4*, 5°, 8°, 9*,.. 4%, (4h+4+- bf? e, di. posto. pazienelle 
orizzontali restanti (7). 


(°) Il che poteva evitarsi, cercando invece come solitamente si fà, le radici positive 
della f(— a) = 0. 

(*) L’affermazione incriminata si trova nel Mollame due volte a p. 259 cioè in prin- 
cipio e subito dopo le espressioni (2)): viene poi tradotta in simboli (p. 262) ed applicata 
in esempi numerici (p. 264), onde può ritenersi indipendente da errori di stampa. 
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- Ritornando dopo diciò all’ equazione di sopra e operando sul primo 
quadro (esatto) in conformità alla rettifica ora esposta si ottiene un nuovo 
quadro per le radici negative : 


SE 


beta 


- + 


1+1++ 


ai 
estesi 
ni 


e la differenza 5 — 3 —= 2 dice appunto che le soluzioni negative sono due. 

In questa Nota espongo. e dimostro con procedimenti molto più semplici, 
e coi dovuti emendamenti, tutto il metodo del Mollame che in tal modo 
al vantaggio della rapidità unirà anche quello della sicurezza e per illustrarne 
l’uso ritengo opportuno servirmi degli stessi esempi usati dall’ Autore ceor- 
reggendoli di errori materiali che non dipendono tutti dalle modificazioni che 
ora apporto alla teoria: aggiungo poi in riguardo all’equazione del secondo 


esempio che le sue funzioni di Sturm oltre che dal Serret (*) erano 


state già prese in considerazione con altri procedimenti anche dal Le mo n - 
nier (°) 3 


2. Data l’equazione algebrica razionale e intera : 


fel=a,+tagt4ag+...+ an” = 0 


la derivata f(x) può scriversi : 


P'@) =D + dr + dm tt 


purchè sia : 
b,=(k+ 4), 


e dopo di ciò si consideri il quadro : 


4 ’ 7 4, ’ Ad, 300% Img ’ dn, > Im 
: b, ’ b, ’ b, Suit Dei ’ | 
(1) Tuo ’ Ta ?, Tuo Vea I Tym—a ’ Tam 

"2,0 , To , 9,9 LI e; To,m—o 

(ETIE, Tg ) Naso 0003 Tama 


(8) Serret, Algèbre Supérieure, 4% ed. t. 1. p. 304. 
(*) Lemonnier, Sur des fonctions analogues à celles de Sturm. Bulletin de la Société 
 mathématique de France, t. VI 1877-78 p. 149-156. 


ic» ca Ba 


x 80. se 
in cui gli elementi ‘| siano determinati dalle relazioni : $ 
Ta= + (a dt, dtt) i=0,1,..,m_—1 (bi=0) 
Tai — cla i-0,1,.,m_-2 (,m=0) 
Maat sia ELE, Taopita I Tnogyiti Ta=,,0) h=3 , 4, i=0 b 1 tab] 


convenendo di scegliere all’esterno delle parentesi e per tutte le * di una 
stessa orizzontale il segno -+ se il primo elemento della orizzontale prece- 


x 


dente è positivo (‘°), il segno — se è negativo (4). 

Le espressioni date in tal modo per le * (**) spiegano il diminuire del 
numero degli elementi nelle orizzontali successive del quadro. 

Infatti potendosi supporre : 


» 
APRO cenni) POE lemon] ME Geco ; db. = baja: ea 
se sì fa 
e VE 


nelle : 


È E pin br (4 bis, SÙ: A;+,) 
si trova: 


Ty,m = Tismti ore pr, 


e di conseguenza tra le: 
la = tibet ata) 


sono nulle le ‘%2,,2-, 3 Yg,m,--+ e tra le %,,; si annullano le Yz;m-sss Ao ali Big 3 
così via. 

Perciò siccome le due prime orizzontali del quadro hanno rispettiva. 
mente m + 1 ed m termini le successive orizzontali (cogli elementi *) L: osti, "I 
delle quali li indichiamo coi numeri : si 


L0:3 Gr PSI N e 


° (4°) Escludiamo per il momento il caso di orizzontali col primo termine nullo. 
(5) Così ad esempio se d, è positivo si ha: 


Tio = + (abi — 4,bo) 4 39 ca A 
e se è Y,,, negativo: bere. 


ago — (Motui — Dito). . - 





(4°) Delle quali interessa conoscere solo quelle diverse da zero e ciò per i teoremi che È > 
seguono. 2/48 
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hanno ordinatamente : 


: e 4 pa. pes 
miete ML, MZ e 20 den — 3," 


termini e le orizzontali di posto 2î e 2% +4 1 ne hanno m — è (4); in conse- 
guenza per i —# — 1 al più il quadro sarà completato e le due ultime 
orizzontali di posti 2m — 2, 2m — 1 conterranno ciascuna un termine solo: 
di queste due trascureremo l’ultima ed in tal modo il quadro intiero avendo 
2m — 2 linee cogli elementi e le prime due cogli a, e dD avrà nel totale 2m 
orizzontali e tal numero è il doppio del grado dell’equazione (#). Se poi in 
luogo di arrivare ad una linea formata da un termine solo si perviene ad 
una linea coi termini tutti nulli, allora le due orizzontali precedenti avendo 
di necessità gli elementi proporzionali e quindi in ugual numero occuperanno 
posti espressi da numeri della forma 2? , 2741 ed il quadro si può fermare 
alla prima di tali linee. 


3. Il vantaggio dello schema (1) è manifesto pei seguenti teoremi: 


I. Se le due successioni formate dai primi e dagli ultimi termini delle 
orizzontali hanno rispettivamente / ed m variazioni, la differenza { — m aQà il 
numero (') delle radici positive della /(x) = 0. 


II. Se si pone: 


(2) y(€) — Taro | Tag -- Vaie | Ran 


la successione : 


(3) Sa), ff), pe), Pe)... 00) 


perde (‘°) tante variazioni da x ==0 a € =p (p>0) quante sono le radici 
reali positive della f(x) = 0 comprese tra 0 e p. 
In questi teoremi ('’) si prescinde dal grado di moltiplicità delle radici, 


x 


Il primo di essi è contenuto nel secondo (') e perciò basta dimostrare 
quest’ultimo. Al riguardo dò una dimostrazione più semplice di quella del 


(13) Ciò è da intendersi in senso formale giacchè se ad esempio risulta Y;,mx=0 , Y,m_o=b0 
allora la prima orizzontale in { la si ferma all’ elemento Y},,-s onde in effetto ha m — 1 
termini invece di m. : 

(44) Per questa ragione ed anche perchè la nostra rettifica incomincia la sna azione 
nella 5* orizzontale in y ossia nella 7* di tutto il quadro, il metodo Mollame (senza 
correzione) è esatto. come si è detto in principio sino alle equazioni di 3° grado, In tali 
casi infatti i quadri completi non hanno più di 6 orizzontali. 

(4°) Si noti che l — m non è mai negativa. a i 

(45) L’ultimo termine di 9x(7) tanto per k = 2i quanto per k = 2i + 1 è Yk,m_i® 4 


ed il valore di » nella ©,(x) è nguale al numero delle linee y onde al massimo 2m—2, 


(47) I quali, come è facile vedere, giustificano la soppressione delle linee di cui si è 
discorso nella formazione del quadro. 


(18) Occorre a tale scopo far tendere p all’infinito, 
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Mollame notando che la questione è ridotta a provare che la succes. 
sione (3) è una successione di Sturm. 

Perciò, mantenendo le fa), f(x) ordinate secondo le potenze ascendenti 
della #, divido la prima funzione per la seconda fermando il quoziente al | 





primo termine } e prendendo di conseguenza come resto l’espressione: 
. 
Re ab—_4,b Si ab, a,b, ode jtd An, pre wa Dm gra 
b, santi i DA b, 


nella quale, è facile vedere, se d, @ positivo i numeratori rappresentano or- 
dinatamente le' ‘[,,9 1,30» «3 'Tym- è Se dp è negativo ‘appresentano le stesse. i 
ma col segno mutato: si può quindi, col tener presenti anche le 2) se serie o 
vere quel resto nel seguente modo: 


x a x 
dre IT tie) + Vin® ce AE - Va,m ®" N se Sali (4) ’ 
[De] [bol 
e viene di conseguenza l’identità: : AA, 
° WC 9 x 
(4) ira Ra TI p,(0). 
0 () O 


Sempre, tenendo l'ordine ascendente nella +, divido ora f'(@) per la 0.(e) 


. db, ’ . (<] ti 
prendendo come quoziente —- e come resto l’espressione: # 
1:0 
SAB. ba IP o sE bo Tua Va ‘ha dEi |A laeniiena lnezin 0: 
T10 Tiso l1s0 3 


cioè, col tener presente il significato delle ‘,,, e della 9,(@): ie n 


(ay St Ta, i * SIRO. + Vle de A | (4) 


sn 





onde l’identità : 


A x 
(5) Sa) = (0) — 
Tuo Tai! droni ai 


In modo analogo se si divide la %,(@) per la p(@) si ha la relazione: 


= Tuo x O sufi 
6 DL È 
(6) pla) = pi p®) — Tia ps(0) : 
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led! 


dig 


td 


% endogene a 


è gi egita 
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e continuando si arriva alle: 











vs x 
(1) da => a(0) Ag p,() 
T3:0 las0l 
(7) e DT. 
fn XL 
Pt). =- 2 Pea (0) 
lr-bo | fees] 


essendo %,(#) l’ultima funzione della snecessione (3). 
Ova si hanno a distinguere due casi secondochè sia o, Costante o fun- 
zione di 2. 
a) Se è ©, costante si ha 


Pi = 0 0 


giacchè Y,,, è l’unico elemento dell’ultima linea nel quadro (1) e può dimo- 
strarsi in tal caso che la f(x) — 0 ha le sue radici non nulle tutte semplici. 

Infatti se a (a + 0) fosse nna radice multipla, le due /(x),f'(x) avreb- 
bero un divisore comune (e — a) e questo per le relazioni (4), (5), (6), (7) 
dovrebbe dividere x %,(x) e quindi essendo a non nullo dovrebbe dividere 
to,(x) ed in seguito g,(x), ©.(x),... e infine ©, il che non può essere. 

Posto ciò risulta in modo manifesto dalle relazioni ora indicate che le 
funzioni della successione (3) rispondono per x positivo alle condizioni che si 
richiedono per le funzioni di Sturm cioè Vultima funzione ha un segno fisso, 
due funzioni consecutive non possono annullarsi per uno stesso valore di x 
e in tre successive per ogni valore che annulla la funzione intermedia, le 
due estreme prendono se@gni opposti. 

b) Se invece ©, è funzione della x si ha: 


Pl) = Tr PIL Ph. 


e nel quadro (1), per quanto si è detto alla fine del n. 2 si è considerata 
come ultima linea quella di elementi 


(i BIL ai 


iu quantochè, la continuazione dei calcoli fa presentare le due linee succes- 
sive in tal modo: la prima ad elementi proporzionali 


Le PA ORO 


e la seconda di conseguenza ad elementi tutti nulli. 
Ne viene che se il quadro (1) lo si esprime senza la riduzione accennata 


Meli 
»1 


X 84 )( 


la successione (3) deve esser sostituita dalla: 


(8) Sa) FA) (i (0), (0), tp) , 0 


ed alle (4), (5), (6), (7) che legano tre funzioni successive occorre aggiungere 
anche le relazioni: 


X 
Itas sol 





pr (0) TER pl) — hp la) 








Dalle (4), (5), (6), (7), (9) risulta ora che la f(x) ha ‘radici multiple e 
le (8) per x positivo possono considerarsi come funzioni di Sturm, però 
nel caso attuale, come è noto in Analisi, ogni radice multipla va contata 
come semplice. 

Per ultimo, si può vedere facilmente, che la successione (8) presenta per 2 
valori di «x la stessa differenza, tra i numeri delle variazioni di segno, che 
vien data (*) dalla successione (3) onde anche questa è una successione di 
Sturm. i 

I teoremi enunciati restano in tal modo dimostrati. 


4, Occorre ora la rettifica del quadro e delle proposizioni che in ana- 
logia alle precedenti, il Mollame ha dato per le radici negative. Perciò 
bisogna operare sulla /(—) e sulla sua derivata che egli ha indicata / (2) 
come in precedenza si era operato sulle f(x) e f'(@). ‘ 

Essendo: 


f-d=a,- axrt aa —...4(—1)Qn0" 
si deduce: 


fa =—a, 420,0 —...4(— 1)°man0"7! 


e tenendo sempre presente la posizione: 


b, =(k--1)a,y, 


risulta: 


Li x) ad b, "E Dx Ca b,a° = ta 8 "e bee 1} Vr q0 i 





(4°) AI riguardo basta osservare che è inutile considerare le variazioni di segno delle 
#,(x) , 0. Per lo zero la cosa è ovvia, Per la Xw,(x) si noti che se % è positivo le due 


©,(®) , koy(1) presentano una permanenza e se | è 
l’uno che per l’altro dei ‘valori di x. 


negativo danno una variazione sia per 
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X 35 
e quindi in sostituzione del quadro (1) avremo il seguente: 
4, ’ A, ’ do 3 —4z ’ d, ’ i A) 
=G 
Ja 
—b ) b, 3-=Sb; ) db, a d ) bi; fa 
(10) iu ’ da ’ CAR ’ Sì, o) d,,, 9 d,;5 > e bc 
Bo o) dui b) CIR } i 3) dii ù Ue PO, i: 
4 NE È 
. . . 5 . . . . . . a . . . . . . . . . . . . . . Do 
n 
ove le è;,; prendono il posto delle 1;; e possono venir determinate in fun- "EA 
zione di queste. aa 
Si ha subito: I 
) - disa = al (ab, da ab) 
n n 
e poichè dal quadro (1) si ottiene: da 
l'ef 
Tea (ab, — db) ; 
e queste due espressioni prendono rispettivamente il segno — delle quan- 
tità —b,;, +5 risulta: i 
Ù,,0 ca Tiso É 
Avendosi poi: ? i 
det (ad + db) ) li, = E (ab, — 4b) 
e i segni esterni essendo determinati come prima sarà: 
CoA cr Tua U è 
e continuando: 
; Dda E POT iz bi Ora + 14153 PR e 
p - È 
Per il confronto delle è,,; colle ,,,; avendo presente i risultati precedenti 
si ha; : 
= = DTS bo) = <h = DUAL 481,0) sà 
Tag +7 2 (d vie; Sio DV) ì 
Ned i segni essendo quelti di d,,, € Y,, CIOè di — 1,0, Toe Tisulta: 
x 5 è i E at 
, % - di ==> Taro ; ar 
5 beva 
ho ù 
; W 








ed in modo simile : 


o, = "Ta ) O, = "la2 >. da Tag de > 
Per le è,,, si trovano le: 


Ò 


30 = Taso , On rat fa ’ GR TS 213 SE 


ed i medesimi .procedimenti portano alle : 


d,,, = venale 3 'gat0 dr 3.1 de Too Ri 
do — so a din r = — Ts + sa la RICE? 

° i 
Ò;s0 = "ao 3 d,= — Ton 3 À,0=" 1 Ora To se . 6; 
de SI ea 1° di ri RI 
ds,o +, Ts;0 U Ò,, = Vga sa ’ d,,0 nr Tg12 ? ds, Se T8:3 È SITE 
Di sr SR ) dI ii sita 


e per induzione ammesso che sussistano le: 


I 


À,ns0 si Tyhs0 , dn, = Vasi , À,n,o ge Tanya OA 


dnti0 cibi TE) CRETA nr Tati 003 DACI = e 


si deducono le relazioni : 


Ù,t9;0 Ta 203 Cgictara = — Tahtort, 3, Cahtora = SISSI REINA 

dntgio = Tartaro 9 Ita E Tata 3 O bal sr IO Me 
Si può quindi al quadro (10) dare la forma: (dA 

4, a ai O Ud, sea 5 a, ser È 
—b, ) b, da , b, , —b, 5 bic 


PNG Tua 1? paliotto ea ag dee Toga 


T9;0 aria ’ Ton ue o) Ta ’ Vaste 0 
(11) Sent 
. T310 E, i =" ’ Toe 1 7 ? Tora Pi PL. 
Tio b Tar a ira ) Tag earn (UT ’ Toso ene 
_Tsr0 o) A LT Ts ’ T558 ego 19 ? Agrs s"an 
6,0 3 ET , Toso sega ; Again : pennti AO si I; ci 
Too Plan, (1° ’ Tao Tania ’ Hara na 
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ricavabile, come si vede direttamente dallo schema (1) se in questo si mutano 
i segni agli elementi di posto pari nella prima orizzontale e di posto dispari 
nella seconda e nelle successive linee coi si cambiano i segni agli elementi 
di posto dispari nella 1*, 4%, 5*, 82, 9*,... 4/*, (4h | 1)* orizzontale (?°) e agli 
elementi di posto pari nelle rimanenti e ciò in accordo a quanto si è detto 
alm.l. i 

Dopo di ciò restano giustificati i seguenti teoremi : 


I. Il numero delle radici negative dell’ equazione /(#) =0 è uguale 
alla differenza tra il nufhero delle variazioni formate dai primi termini delle 
orizzontali del quadro (11) e il numero delle variazioni formate dagli ultimi 
termini. 


II. Essendo (n. 3): 


Va) s Pal 0) Z To — Tan! + ln,g a (CA H RICO 


«la successione : 






(13) A-2,/(-2, —9(-2, p(-d., p(-d, —o(_ 29, 
= TRE E RIOANECRI Mrna Pal— td) > — Pat 2), Pap 2); 
Pinta 2) ; a 


| perde tante variazioni da a =0 a x=—g (gA>0) quante sono le radici 
reali negative (*) della f.x) = 0 comprese tra 0 e — q. 
Come applicazione mi servo del primo esempio del Mollame: 


64 be — be — 5a — ai 0. 





(2°) È sempre inteso che le orizzontali in y di posto 1, 2, 3, 4,.. occupano nei quadri 
i posti 3, 4, 5, 6,... come in Mollame. i 
(2!) Le funzioni (13) per x negativo costituiscono nna successione di Sturm. Si noti al 
riguardo che esse sono determinate dal quadro (11) nello stesso modo con cui dal quadro (1) 
sono determinate le funzioni (8). Così ad esempio risultando dalla (12): 


DI 
— Pu 2) = — Yao + Van — luat +e 
—- N 2 
pa(— q)= ) Cr ma® ce Nata nanaf 


i i coefficienti y si trovano determinati in valore e in segno nel quadro (11). 
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Il quadro (1) in tal caso diventa: 


6 5 teca dti: Fr E 
5 Cor = 15 1097 
Tab — 65 1 5 
235 DAY 63 , 
CICR ETA _ 335 
REL st 
251309 100345 
2136996 


e poichè i primi termini delle orizzontali presentano 4 variazioni e gli ul- 
timi 3, l'equazione proposta ha una sola radice positiva e cambiando il segno 
ai termini secondo la regola da noi stabilita si ha quest’ altro quadro ehe 
ridotto ai soli segni può sceriversi : 


+ - - - 
- + 
+ - - - 
+ - + 
+ 
A 


e questo presenta 6 variazioni nei primi termini e 3 negli ultimi, onde la 
equazione proposta (*) ha tre radici negative. 


5. Per ultimo è a considerarsi il caso escluso ai numeri 2, 3, 4 (?8) di 


orizzontali col primo elemento nullo circostanza per cui i quadri vanno mo- 


(22) È comodo osservare che nel primo quadro gli elementi della 4% linea essendo 
+ 1175, + 1270, + 815 si possono e con vantaggio per soppressione del fattor eomume 5 
sostituire coi seguenti: 235, 254, 63 d’accordo col Mollame, 

Così pure per la quinta linea avendosi: — 6315, — 5590, — 1175 si possono in luogo 
di essi considerare i numeri: — 1263, — 1118, — 235 e nella sesta ai numeri : — 58072, 
— 24344 dividendo per 186 possiamo sostituire — 427, — 179. 

Nel quadro del Mollame compare errata la quinta linea in cui al secondo elemento 
stà — 1024 in luogo di — 1118 e osservando le linee successive si riscontra che la diver- 
sità non è dovuta ad errore di stampa. 

Il secondo quadro è poi diverso da quello corrispondente in Mollame sia per le 
modificazioni apportate alla teoria e sia per la diversità dei primi quadri, Il numero poi 
delle radici positive e negative, dipendendo da difi»renze si spiega come possa (fortuita- 
mente) anche cori nuovi quadri esser rimasto immutato, 

(*) Si veda l’osservazione (10). 


. 
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‘ dificati in modo da evitare l’indeterminazione nei segni dei primi elementi, 
Perciò in conformità al Mollame bisogna nello schema (1) iniziare le oriz- 
zontali in questione col primo elemento non nullo, scrivere poi gli elementi 
successivi anche se tutti o in parte sono nulli terminando però con un ele- 
mento diverso da zero (*). 

Nel quadro (11) invece la legge dei cambiamenti di segno è complessa 
e varia (*) secondochè ci sia una o più orizzontali presentanti le stesse par- 
ticolarità e conviene quindi procedere direttamente operando sin da principio 
sulla /(— 2) e sulla sua derivata e facendo iniziare anche qui le orizzontali 
con elementi non nulli: i calcoli d’altronde sono risparmiati essendovi sempre 
l’uguaglianza dei valori assoluti degli elementi con quelli corrispondenti nel 

quadro (1). A 

A tal riguardo prendo in esame e rettifico il secondo esempio trattato 

dal Mollame. 
Sia: 
fa=il-a+e aa +0 4a" =0. 


Lo schema (1) nel caso presente ha la sua 4° orizzontale che incomincia 
con un termine nullo: non tenendo conto di questo (? abbiamo : 


1 fr 1 METE i 1 1 
t8s;| % Ls 4 5 6 
dtt 9 5 4 SE VI 
8 0 19 ist 
SLA ZIIR 39 56 8 
28 1 SP. SOR 
256 CETO 2300 — 56 
75 56 40 
8173 5320 600 
1729 — 640 





(#4) Il caso in cuì gli elementi di mina orizzontale siano tutti nulli’ è stato già consi- 
derato al n, 2. 


(2) Ln regola data dal Mollame a questo punto basata su quella precedente riscon- 
trata non esatta, dà risultati contradditori, 

(25) È bene notare che gli elementi della 62 linea risultando 224, —120, —336, —64 
sì sostituiscono, sopprimendo il fattor comune 8, rispettivamente con 28, — 15, — 42, — 8 
come in Mollame. 

Per la settima linea si avrebbero 1024, — 420, — 1440, — 224 e dividendo per 4: 
256, — 105, — 360, — 56 e in Mollame vi è invece come primo elemento 266 errore 
non di stampa, giacchè altera i numeri delle orizzontali successive. 

Si noti anche che i nostri elementi della ottava linea si sono avuti dividendo per 
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e poichè i primi termini delle orizzontali presentano 6 variazioni e altret- 
tanto ne presentano gli ultimi, equazione proposta non ha aleuna radice 
reale positiva. 

Partendo poi dalla : 


# 
fS_-%d=1I+a+ a 4 a— at — 2° 4-40 


e dalla sna derivata : 


f'(—@)=14-2x + 3° — 4a? — 5a! 4- 62° 


abbiamo il quadro relativo alle radici negative : 


1 1 si e 
1 9 3 Dod cit 6 
1 2 Ie); SÉ 7 SDAI 
-8 0 12 = 

Dent 28 39 — 56 8 

28 15 Seo 8 

—256 105 360 - 56 

Bir 56 _ 40 

9173 —D5320 600 

1729 640 


e la presenza di 5 variazioni tanto nei primi che negli ultimi elementi per- 
mette di dire che non esistono radici negative, 

Si conclude danque che equazione proposta non ha radici reali. 

Le fanzioni poi che il Lemonmnier (”) diede come sostituibili a quelle 


12, quelli della nona per 7, quelli della decima per 128. In quanto poi a quelli della un- 
decima e dnodecima linea si è potuto risparmiare i calcoli essendo i segni Aeterminati senza 
ambiguità, 

(#?) Nota citata, pp 154, 155. Le prime due funzioni l'Autore le ha indicate F(a) ,f(@). 
In questa seconda che è la derivata della prima vi è VPomissione del termine — 32*, e nei 
. caleoli successivi occorrono le seguenti rettifiche: 


a pag. 155 linea 5° dall’alto, l’espressione (82 — 23) da mutarsi in (82 + 23) | 


» linea 6 dall’alto, il termine + 1342? » — 1342? 


tali errori però sono di stampa e perciò, come ho riscontrato, non infirmano le fanzioni di 
sopra. 


pe a 


mm sono: 


pe 


La fr dg mu a a 4a —o+1 


Fasi Sa; i LI 
Ò 1} x ‘ 


seni, (DE 1209 sa Su 
10= = - 828 pi: 102? — — 120 +. 1 
Fw) = 4612? — — 2862 — 23 
40 = PIPPE — 2855, 
sia) — — 2495298 
in corrispondenza le 


el 
ce de segni: : 
vi 


. LI 


E ein FT ola 


x 


» noe 


l rali presentano Lab ali variazioni, onde è è confermata la mancanza 


reali STRA 





NICOLA TRUDI e ACHILLE SANNIA 


COMMEMORAZIONE (!) 


tenuta in Campobasso addì 11 giugno 1922 


DAL 


Prof. GIULIO PITTARELLI (a Roma) 


Giacomo Leopardi nella sua canzone « Sopra il monumento di 
Dante che si preparava in Firenze », scritta nel 1818, esclama nella prima strofa : 


O Italia a cor ti stia 
Fare ai passati onor. 


A ciò ben provvedevano i regolamenti per Vistruzione media fin, credo, al 
1884; i quali stabilivano che alla chiusura o allapertura delle Scuole avesse 
luogo una festicciuola, sia per distribuire premii agli alunni, sia per onorare 
e additare loro come esempi i trapassati che si segnalarono per ingegno e 
per virtù: cosa al certo utilissima e in sommo grado edueativa. Così avvenne 
che in questo Liceo da maestri e da discepoli si onorarono tra gli altri, i 
nomi di Giuseppe M. Galanti, di Vincenzo UoegogdiDia: 
niele Manin e di Leopoldo Pilla. E non è senza commozione 
che io ricordo quelle cerimonie, le quali allora si celebravano fuori del Con- 
vitto, in qualche chiesa o nella Sala della Casina, perchè il Convitto e le 
Scuole ai miei tempi erano collocati in un edifizio meschino, che poi fu am- 
pliato quale si vede oggi. 

Il Comitato, composto di persone così egregie, sorto per onorare N i - 
cola Trudi ed Achille Sannia, è tornato al costume antico ed 
ba voluto che le onoranze fossero celebrate oggi qui in quest’ aula, paren- 
dogli il tempo e il luogo più adatti a rendere onore ai due personaggi, che 
nati in questa città, furono poi ornamento e splendore della R. Università 
e della R. Scuola degl’Ingegneri (oggi Politecnica) di Napoli. 

Degnissimo di lode è il Comitato pel fine propostosi; ma dubito che una 





(4) In occasione dello scoprimento di due lapidi sulla facciata del R. Liceo Mario 
Pagano in Campobasso. 








perenne 


i SE, I PAN 


particella gliene possa toccare per aver scelto me come oratore dell’occasione, 
perchè conosco quanto valgano i miei omeri. A ogni modo io spero che quanti 
siete qui radunati vi rendiate conto delle ragioni che persuasero il Comitato 
ad affidare a me il compito. Le quali sono quattro: l’essere anch'io nato, se 
non a Campobasso, in Provincia e non molto lontano di qui, sotto il Matese ; 
l’essere stato per otto anni allievo di questo Istituto come convittore e come 
scolaro ; l'essere stato discepolo di entrambi i commemorandi a Napoli; e 
finalmente essermi dato anch'io all’insegnamento della matematica. Le ragioni 
della mia accettazione poi furono due: primieramente, quando si tratta di 


onorare persone illustri del nostro Molise io mi esalto e non mi sento a nes- 


suno secondo nell’amore alla terra che mi vide nascere e 
che copre Vuno e l’altro mio parente ; 


in secondo luogo mi si porge l'occasione di esprimere pubblicamente e  so- 
lennemente la mia devozione e la mia gratitudine di discepolo ai due venerati 
maestri. v 

Poichè tra lor signori pochissimi sono i matematici, mi studierò di 
adoperare un linguaggio che sia accessibile alla maggior parte. Tuttavia non 
potrò illustrare alcuni fatti che adoperando termini tolti dalla nostra scienza; 
ma mi studierò di farlo con quell’accorgimento e con quella parsimonia che 
vuole convenienza. 

Per queste e per le ragioni precedenti, fiducioso nella vostra innata 
cortesia, io spero trovar grazia e perdono presso di voi, se il mio dire non 
vi sembrerà pari al soggetto. 


Nicola Trudi nacque a Campobasso da Stefano e da Ra- 
chele Carugno il 21 luglio 1811('). Stefano era maestro elementare, 
e intorno al 1815 fu chiamato a insegnare a Trivento dal sindaco Amato 
D' Ovidio, in casa del quale egli fu anche ospitato con la famiglia, Così 
il piecolo Nicola visse per qualche tempo come fratello con Pasquale 
D' Ovidio, che aveva tre anni più di lui. 

Dico di quel Pasquale D’O vidio che fu poi congiunto in parentela 
con Achille Sannia e che fu padre dei professori Enricoe Fran- 
cesco senatori del Regno, i quali con pietà filiale assistono oggi a questa 
adunanza. 

Pare che un fato benevolo legasse tra loro quelle due famiglie, i cui 


(4) Stefano Trudi eradi Forlì al Sannio, Andò maestro elementare a Capracotta, 
dove nel 1803 sposò la Carugno, figlinola di Preziosa Falconi, cugina dell’ avo 
materno del defunto senatore Nicola Falconi, e sorella a Filippo Falconi, 
avo materno del padre di .Tommaso Mosca, procuratore generale alla Cassazione 
di Napoli, alla cui amicizia devo queste ed altre notizie sulla famiglia Trudi. 
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rampolli erano predestinati a mandar tanta luce sulla nostra provincia è a 
esser decoro e propulsori della scienza e della letteratura in Italia, 

Qui a Campobasso il Trudi compì i primi studi. 

Viveva a quell'epoca Giacomo de Samel is nato nel 1786 nella 
vicina Ferrazzano, il quale addottoratosi in medicina non aveva trascurato 
gli studi di matematica, di fisica e di filosofia, sia perchè in essi fa prima 
istruito dal padre Gabriele ottimo medico anche lui, sia perchè durante 
lo studentato di Napoli egli era andato tant’ oltre in quelli di matematica 
da leggere Eulero e Cramer: esempio non raro in Italia d’ ingegno 
vario e multiforme. Torvato in Provincia, oltre ad esercitare medicina, mise 
su uno studio a Campobasso nel quale egli si recava su, un asinello a im- 
partire ai giovani che lo frequentavano Vinsegnamento di quelle materie; è 
fu anche negli anni 1827 e 1828 professore, come si diceva, interino nel 
nostro Collegio. Tra i maggiori discepoli suoi furono il nostro Trudi, 
Enrico Iacoluneci che divenne chirurgo di fama, Lorenzo Ia- 
campo della vicina Vinchiaturo, che si laured a Napoli in matematica, è 
Agostino Tagliaferri, che fu dotto arciprete di Montagano. Il 
Trudi serbò sempre gratissima memoria dei suoi compagni e di quel suo 
primo maestro ; e il mio amico Ing. Cannavina mi serisse che, quando 
egli era studente di Calcolo, il Trudi gli affermò che D. Giacomo de 
Sanetis avrebbe potuto benissimo a quell’ epoca sedere all’ Università di 
Napoli. Certo è che tanto il Trudi quanto il Flauti, il Fergola 
e il Palmieri mandavano in dono al de Sanetis opere ed opuscoli. 

Presto rimase orfano del padre; ma per sua fortuna nell’11 marzo 1828 
entrò gratuitamente nel Collegio della Pacella, uno dei nove stabilimenti 
sottoposti allAmministrazione generale del R. Albergo dei Poveri, dove si 
avea vitto, alloggio e vestiario. Alla Pacella si era ammessi con ordinanza 
del Duca di Calabria e del Ministro dell’Interno. Chi fosse il Ministro del- 
Interno a quell'epoca non so: anteriormente più volte tenne quell’ ufficio 
Giuseppe Zurlo, mentre quì era Intendente della Provincia il fratello 
Biase: e m'è grato pensare a qualche rapporto favorevole partito dalla 
Provincia pel giovane Trudi; così o tutti e due o uno almeno dei due 
fratelli, dei quali pare che il Molise abbia perduta la ricordanza, avrebbero 
contribuito all'istruzione e all’educazione universitaria di quel giovane oscuro 
povero ma promettente, 

Alla Pacella si compivano gli studi letterari; ma e era una camerata 
di convittori che, dopo questi studi, potevano frequentare l'Università. Quivi 
il Trudi stette fino al 1833 e fu alunno di Vincenzo Flauti; il 
quale, visto il giovarie d’ ingegno, gli fu largo di consigli e di libri. Con 
tutto ciò quando il Trudi uscì da quel Convitto, non ebbe' che un impiego 
modestissimo e poco lucrativo all’Intendenza (oggi Prefettura). Di là nel 1834 
passò aiuto commissario alla Sovraintendenza delle Prigioni con 5 ducati 
mensili, equivalenti a L. 21,25. Ma pare ci fosse il lavoro straordinario anche 
allora, perchè egli per guadagnare qualcosa di più e sopperire così ai bisogni 
suoi e della famiglia, restava in ufficio dal mattino fino a sera inoltrata, 
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Provveduto al sostentamento materiale, nelle poche ore che gli rima- 
nevano libere, il giovane continuava i suoi studii di matematica sotto la guida 
del Flauti, che da maestro gli era diventato amico benevolo e lo acco - 
glieva nella sua ricca biblioteca. La tenacia del proposito e il fortissimo in- 
gegno sortirono l’effetto immancabile di fare del Trudi un giovane valen- 
tissimo nelle nostre discipline. 

C’erano in quell'epoca a Napoli due tendenze spiccate ed opposte nei 
nostri studi: la sintetica e Panalitica. La sintetica, capitanata dal Flauti, 
sosteneva la superiorità dei metodi d’inventare ‘flegli antichi, senza peraltro 
mettere in luce quali essi fossero; accordava alla geometria di C artesio 
di aver sopperito alla perdita di parte di quelli, in quanto quel grand’uomo, 
seguendo l’impulso dato dagl’italiani, come il pittore Piero dei Fra n - 
ceschi e il frate Luca Pacioli, di risolvere con Valgebra i problemi 
di geometria, dette le regole generali per mettere i problemi geometrici in 
equazione, e risolse i comuni problemi 0 con quarte proporzionali 0 con 
equazioni di 2° grado o con curve di ordine determinato; ma tacciava la 
geometria analitica di Lagrange d’insufficienza, ed esortava i geometri a 
non esserle tanto ligi, chè altrimenti la matematica sarebbe nientemeno de- 
clinata presso di noi! Questo si sosteneva dalla cattedra universitaria. Da 
altra parte i professori Tneei e de Angelis, sia nel loro stadio privato 
sia nelle lezioni che davano nella Senola di Ponti e Strade, sostenevano 
la superiorità della tendenza analitica, e dimostravano come la geometria 
analitica di Lagrange e di Monge si prestasse a qualunque quistione 
geometrica, come appariva altresì dagli Annali di magematica del G e r - 
gonne, dalla Raccolta di proposizioni di geometria del Puissant, e 
così via. 

Avvenne nel 1888 la pubblicazione della « Raccolta di problemi di geo- 
metria risoluti con Vanalisi algebrica » del giovane ventiduenne Fortunato 
Padula, altro mio venerato maestro: un volume di ben 278 pagine con 
14 tavole, L'autore ne indicò lo scopo in queste parole della prefazione : 
«La raccolta dei problemi che presento al pubblico ha per oggetto il mostrare 
«come dalle risoluzioni algebriche dei problemi geometrici si posson trarre, per 
«la composizione di essi, operazioni grafiche tanto semplici, quanto quelle cui 
«mena Vanalisi geometrica; e ciò non solamente riguardo ai problemi della 
«comune geometria, ma anche rispetto a quelli di geometria descrittiva ...... 
«la quale ha tanta influenza nel perfezionamento delle arti belle e meccaniche ». 

Jia raccolta fu fatta scegliendo i problemi che il proff de Angelis 
proponeva agli alunni suoi per addestrarli alleleganza delle costruzioni, e 
facendoli poi seguire dalla maggior parte delle quistioni che il prof. Tucecei 
dava a risolvere nell’ ultimo corso di Descrittiva alla scuola dei Ponti e 
Strade, della quale il Padula era alunno. 

Questa pubblicazione parve al Flauti, ed era infatti, in antagonismo 
col suo attaccamento alla pura geometria degli antichi; e nell’aprile del 1839 
pubblicò nn concorso tra i soli matematici del Regno delle Due Sicilie sopra 
tre quistioni di geometria, al fine di promuovere e comparare i metodi per la 
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invenzione geometrica. Si accordavano tre mesi di tempo, un premio di 60 du- 
cati (L. 255) per ogni quistione geometrica risoluta: giudice 1 Accademia 
delle Scienze. 

Il 27 maggio rispose il Padula con un volumetto in 4°, e rispose 
come era da aspettarsi dall’Autore della Raccolta suddetta, facendo precedere 
alla trattazione un proemio di ben 67 pagine, nel quale combattè, e qualche 
volta con certa acredine, le idee che indussero il Flauti ad aprire il 
concorso. Ma non essendo la risposta stata presentata con le norme pre- 
scritte, il Padula rimase fuori giudizio. 

Dal canto suo il Trudi rispose con Memorie che furono pubblicate dal 
Flauti a proprie spese; vinse i premi, ma non volle danaro e ne ebbe 
libri. 

Questo concorso, comunque si voglia giudicarlo oggi, mise in evidenza 
il merito del giovane Trudi, che pur coprendo un impiego modesto e sner- 
rante, non trascurava i suoi studi diletti, e, quel che più conta, fu cagione 
ch’egli si desse addirittura alla matematica. . 

Infatti dopo le produzioni relative al programma di tre quistioni geome- 
treche proposte da un nostro professore, pubblicò negli anni successivi 1839-41 
quattro Memorie piene d’ interesse e con bellissime figure, frutto dei suoi 
studi approfonditi sui temi del concorso, e segno evidente di qual forza di 
ingegno egli fosse dotato. Qual forza d’animo poi egli avesse, e per la quale 
egli a me pare ancor più da ammirare e da proporre come esempio, si rileva 
dalla prefazione al primo dei suddetti lavori, a pag. XV e XVI. Dice il 
nostro: « Or io ripigliando le tracce già fin da quest'epoca (1831) seguite per 
«la soluzione di tal problema, e poi del tutto abbandonate, per provvedere ai 
«miei bisogni, con una vita come a Voi è ben noto (parla al Flauti), èdntera- 
«mente contraria ai miei studi ed alle mie inclinazioni, mi è riuscito condurle 
«a termine nel modo che or Vi presento ». 

E un’ altra cosa rilevasi che ci fa comprendere la natura della mente 
del Trudi; sì rileva cioè che il Trudi come fa servire la geometria al- 
l’algebra così fa servire questa a quella: egli faceva, sì, onore alla Scuola 
dalla quale usciva e al maestro che lo aveva istruito e lo aiutava, ma mo- 
stfrava in ciò una personalità tutta sua, con vedute non ristrette ed esclusive, 
sibbene larghe e concilianti. 

Ma è degna d’ esser notata anche la risposta del Flauti là dove 
dice: dl parallelo dei metodi (sintetico ed analitico, degli antichi e dei mo- 
derni) è il miglior mezzo da conoscere quanto in un caso lun metodo prevalga 
all’ altro, 0 questo a quello ; ed è stato però il mezzo sempre adoperato dagli 
accorti matematici moderni, per saperne usare convenevolmente. Parole scritte 
a un anno di distanza dal Programma, tutto pervaso, invece, di esclusivismo: 
sì direbbe che il maestro avesse cominciato a subire lui 1’ influenza del di- 
scepolo. La chiusa della risposta poi conferma sempre più quanta stima e 
quanta affezione avesse quell’ uomo di 58 anni verso quel giovane di 29. 
Proseguite, scrive, intanto mio ottimo signor Trudi le vostre esercitazioni geo- 
metriche, sia qualunque il metodo che vogliate adoperarvi, che nelle vostre mani 
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non cesserà di essere fecondo di utili risultamenti alla scienza nella quale tanto 
vi siete inoltrato e distinto, a malgrado le contrarietà di fortuna fatte vera- 
mente per distogliervene ; che io non diffido che da esse abbiate pure una volta 
a conseguire il premio dovuto ai vostri studi ed alia vostra morale, che dalla 
scienza non dee essere mai scompagnata. 

Purtroppo il giorno desiderato ed augurato non venne che molto tardi, 
dieci anni dopo che furon scritte quelle parole: nel 1850 il Trudi po- 
tette abbandonare il suo ufficio burocratico, perchè fu nominato professore 
nel Collegio di Marina nel 1850 e successivamente nel 1851 professore di 
Calcolo infinitesimale all Università. 

Certo in quel. decennio (1840-50) e anche nel successivo non volgevano 
tempi felici. per le scienze in generale negli Istituti «del Governo. Un altro 
dei miei venerati maestri e benefattori, Emanuele Fergola nato nel 
1830, mî scriveva venti anni fa: « Non ricordo che vi fossero a Napoli, prima 
« del 1860, obblighi di studi speciali per coloro che volevano dedicarsi all’in- 
« segnamento secondario. Bastava aver conseguita la laurea per potervisi dedi- 
«care: e questo titolo purtroppo aveva un valore molto relativo ! » E sei anni 
prima aveva scritto al prof. Gabriele Torelli suo genero e mio caro 
amico: « Ho cominciato a studiar matematiche in età giovanissima con maestri 
«privati, prima in provincia poi in Napoli; ma mai all’ Università, dove al- 
« l'epoca mia non era possibile imparare nulla, almeno nella facoltà di mate- 
«matiche. Dei primi studi non ebbi a trarre che frutto scarsissimo. Debbo dire 
«di aver cominciato ad imparare qualche cosa solamente quando conobbi Nicola 
«Trudi, da cui ebbi a salti, com'era suo costume, lezioni di geometria analitica 
«e di algebra, sempre privatamente, e poche lezioni di Calcolo. A lui però debbo 
«sopratutto di avere acquistato l’amore per le matematiche, e da lui fui vera- 
«mente avviato a quel poco che ho in seguito potuto fure », 

Parmi questo, ed è; il migliore elogio al nostro Trudi, fattogli da uno 

dei suoi maggiori scolari, che fu poi un grande scienziato e un efficacissimo 
maestro anche lui. 
Prima delle due nomine su riferite il Trudi non ristette di produrre, 
continuando nelle ricerelfe precedenti e perfezionandole con la conoscenza di 
quelle funzioni che si dicono ellittiche, scoperte nel primo trentennio del 
secolo scorso dai genii di A bel e di Jacobi. Sicchè quando questi e il 
suo amico Steiner dell’Università di Berlino vennero in Italia, e da Roma 
passarono a Napoli nel 1844, trovarono nel giovane Trudi e nel giovane 
Padnla degni confidenti loro, e con essi ragionarono di scienza, e tra loro 
si proposero e si risolsero problemi di geometria e di calcolo. Anche nel 
congresso degli scienziati che fu tenuto a Napoli nel 1845 il Trudi si 
fece conoscere con comunicazioni scritte e verbali, specialmente sull’ argo- 
mento a lui favorito intorno ai poligoni, così detti di Poncelet, inseritti 
e circoseritti sotto certe condizioni a due sezioni coniche. 

Il prof. Amodeo, che con molta benemerenza si oceupa della Storia 
delle Matematiche nel Napoletano, e il prof. Torelli provarono che dieci 
anni prima de! grande geometra inglese Cayley,il Trudi aveva risolute 
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delle quistioni eleganti sui suddetti poligoni di Po neelet; ma il Pon- 
celet, geometra grandissimo anche lwi, in una sua nota storica sull’argo- 
mento, cita tanti matematici ma non il nostro Trudi. Allora questi nel 1863 
pubblicò un lavoro in cinque articoli sul soggetto: lavoro esauriente, che 
questa volta Poneelet vide e dovette leggere ed apprezzare, se egli nella 
seconda edizione (1865) del Trattato delle proprietà protettive delle figure scrisse: 
Il scrait meme à desirer quà Veremple de nos voisins on ne luissait pas autant 
dans Voubli certains résultats des travaua géometriques des sièéles passés ....! 
In quel nos voisins sentiamo il Trudi, ma non Io vediamo nominato! A 
onor del vero il mio amico F. Gerbaldi, professore a Pavia, in una Nota 
pubblicata nei Rendiconti del Circolo matematico di Palérmo, nel 1919, ri. 
vendica al Trudi tutta la priorità nella trattazione del. soggetto. 

Brano pur troppo questi gli effetti delle condizioni politiche del nostro 
tegno disgraziato : gli uomini non mancavano allora a noi, ma non erano 
conosciuti! Per le scienze matematiche, oltre ai due che noi oggi commemo- 
riamo e al Padula già nominato, erano a Napoli l’astronomo Antonio 
Nobile di quella stessa città, e il Battaglini, e gli altri miei due 
maestri cari De Gasparis degli Abbruzzi e Del Grosso anch'egli 
sannita se non molisano, perchè nacque a Colle Sannita nel 1813, quando 
quel paese apparteneva alle nostra Provincia, e morì a Napoli nel 1876 pro- 
fessore di Meccanica celeste. Di Ini, che fu anche poeta, LL Settembrini 
pubblicò otto carmi in un volume, chiudendo così la prefazione: « Jo dunque 
«presento all’ Italia un poeta didascalico ch'è primo in Europa a trattare un 
«argomento altissimo e con nobile poesia. Oredo che l'Italia se ne debba glo- 
«riare e annoverarlo tra i primi». E a me, che per regolamento e per in- 
clinazione, ebbi la fortuna di seguire le sue lezioni soleva dire: Zo reputo 
D. Remigio al di sopra del Mascheroni. 

Non erano dunque gli uomini che mancavano nel nostro Regno, ma gli 
ordinamenti. Che se questi non fossero mancati, forse avremino potuto avere 
a Napoli nientemeno che Luigi Lagrange torinese, al quale il mar- 
chese Caracciolo, rappresentante del Re di Napoli presso il Re di Sar- 
degna, serisse nel 1781 di lasciare il clima rigido di Berlino è di venire 
sulle rive del golfo incantato. Ma, tacendo pur del resto, (era tempo in cui 
l'inglese Acton imperava, favorito dalla Regina M. Carolina) poteva il 
Lagrange lasciare L. 6000 annue godute a Berlino, per venire a Napoli 
a prenderne al più 920, quante ne aveva un professore così detto primario ? 

Tornando al nostro Trudi, parmi dunque di poter affermare che la 
sua educazione scientifica fu geometrica, tanto che una volta egli mi disse, 
che il suo codice fa il Trattato del Poncelet (il qual libro, si noti bene 
come allora si stava a Napoli, pubblicato nel 1822 non potette esser sotto 
gli occhi del Trudi che nel 1839!); ma non esclusivamente geometrica ; 
poichè egli teneva anche dietro a tutto quello che si veniva pubblicando e 
conoscendo intorno all’algebra e all’analisi moderna. Coltivò appunto perciò 
le amicizie dello Steiner e del Jacobi e più tardi quella del S ylve- 
ster, inglese. Basta leggere le prefazioncine ai suoi lavori, per convincersi 
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di quello che ‘io affermo: e quando nel 1851 gli venne la nomina a profes- 
sore di Calcolo essa lo trovò tutt'altro che impreparato. Pure si compiaceva 
nel redigere inviare, riavere, in cambio Memorie di geometria. Nel 1857 egli 
si era occupato delle ellissi di area minima passanti per quattro punti, cosa 
che fece un anno dopo anche lo Steiner. Nel 1859 Luigi Cremona, 
allora giovane professore al Ginnasio di Cremona, si occupò in due Memorie 
di estendere allo spazio i risultati che il Trudi aveva ottenuti nel piano. 
Ebbene questi anche dopo parecchi anni ricordava con piacere d’aver data 
l'occasione alle ricerche del giovane matematico italiano, che tanta efficacia 
ebbe dipoi nei progressi della Geometria in Italia come capo-scuola, e che 
io rieordo con affetto immutato, perchè sotto di lui militai nel mio insegna- 
mento universitario è Roma. Anche era oltremodo compiaciuto che il © re - 
mona nella Prefazione alla sua Geometria Proiettiva (1873) lo avesse no- 
minato a titolo di onore insieme alBellavitis di Padova per aver tenuto 
dietro ai progressi della scienza geometrica, citando l’esito del concorso di cui 
parlai sopra. 

Hl Trudi nel 1862 pubblicò Vaurea Teoria dei determinanti e loro ap: 
plicazioni. Egli aveva pensato al lavoro da più tempo, quando fu preceduto 
nel 1854 dal Brioschi, al quale è dovuta tanta parte di progresso delle 
scienze matematiche in Italia, come dice il Cremona nella dedica a quel suo 
maestro insigne della Introduzione ad una teoria geometrica delle curve piane. 
Ma il Trudi dà in questo modo la ragione del libro suo: « Il libro del 
« Brioschi fu per la scienza un segnalato benefizio, e la comparsa segna, per 
«così dire, in Italia Vepoca di transizione dal vecchio al nuovo stile. ..... 
« L’opera venne con interesse accolta in Francia e in Germania, dove il libro 
«videsi immediatamente tradotto nell’idioma francese e nel tedesco. E veramente 
«le applicazioni scelte e svariate con le quali il Brioschi ha illustrate le diverse 
«proprietà dei determinanti doveano (ci sia lecito il dirlo) sedurre e convincere 
«anche coloro che, per sistema, sogliono mostrarsi avversi ad ogni novità scien- 
«tifica, che si allontani per poco dai processi ordinari. 

« Tuttavolta non dovemmo tardare a riconoscere che U opera del Brioschi 
«era scritta per giovani già forti nella scienza; e la teoria specialmente vi era 
«delineata a tratti troppo larghi per essere accessibile a giovani men provetti; 
«e quindi unicamente nell’interesse di costoro divisammo un’altra volta di tor- 
«nare al nostro antico lavoro ». 

Non senza ragione ho riportato questo tratto della prefazione, Voi sen- 
tite in esso due cose: la prima come il Trudi da vero scienziato era 
sedotto dalle novità scientifiche che si venivano scoprendo ai suoi tempi; la 
seconda come da vero maestro egli pensava a venire in aiuto della gioventù 
studiosa per metterla in grado di assaporare quelle scoperte. 

Nell’anno dopo, 1863, diede l’opera sua alla fondazione del Giornale di 
matematiche ad uso degli studenti delle Università italiane insieme ai professori 


Vincenzo Janni e Giuseppe Battaglini, e vi pubblicò ar- 


ticoli di geometria elementare sulle proporzioni come sono trattate da E u- 
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clide, e di geometria analitica sulle coordinate omogenee, oltre ad esercizi 
e problemi, sempre a benefizio dei giovani studenti. : 

Io V’ebbi professore di Calcolo nel 1872, e fu per me uno dei maestri 
più efficaci. Piccoletto della persona e magrolino, durante la lezione si tra- 
sformava ed avea l’imperio sugli studenti, In età di sessantun anni egli non 
mancava mai alla lezione, che teneva alle otto di mattina, anche quando per 
essere assessore comunale dovea passare parte della sera in riunioni, o anche 
in feste ufficiali presso la Prefettura. 

Era sfortunatamente asmatico fin d’allora, e l’ultima volta che io lo vidi 
fu nel 1876, che fu anche P ultimo anno del mio studentato a Napoli, è 
mi parlò appunto dei suoi studi di Geometria di Poncelet e di Cre- 
mona, degnandosi di stare con me come se io fossi un suo veechio collega. 
Ma il male d’anno in anno s’andò aggravando sempre più, e le sue lezioni 
furono spesso o interrotte o tenute.dal suo assistente, prof. Filippo 
Gambardella. , 

Racconta il prof. Amodeo che qualche volta egli soleva invitare 
a casa i pochi giovani che avevano attitudini spiccate per la scienza e 
che lo seguivano con amore. E quelle lezioni casalinghe erano sommamente 
desiderate, perchè geniali e quasi estemporanee, secondo le domande che:gli 
sì rivolgevano e le figure ch'egli vedeva sulla lavagna. 

Si può dire ehe egli stette coi giovani fino all’ ultimo finchè V aggra- 
.varsi del male lo costrinse ad andare a Caserta, le cui auree miti gli ave- 
‘vano altre volte portato sollievo. E a Caserta il male lo spense il 3 ottobre 
1884 in età di 79 anni. 

E non rivide la sua terra natia, per la quale, negli ultimi anni almeno, 
aveva mostrato un amore nostalgico. Infatti mi scrisse VP amico Ing. Cor - 
rado Cannavina, che dopo d’aver sostenuto l’esame di Calcolo, il 
Trudi lo chiamò e gli domandò di Campobasso, e se si fosse estesa e con 
quali nuove costruzioni, e per dove sarebbe passata la ferrovia; e gli disse 
che egli vi mancava fin dal 1828, ma che sperava, prima di morire, di réve- 
dere quei luoghi. 

Così mentre l’Università di Napoli perdeva uno dei suoi professori più 


dotti e la scienza uno dei suoi cultori più appassionati e insigni, questa città. 


perdette uno dei suoi figli migliori, che nato povero e di modesta origine, 
con la tenacia dei propositi, che segnalò, e spero segnalerà sempre, nou pochi 
nostri conterranei, e con l’ amore grandissimo e disinteressato alla scienza, 
seppe elevarsi tanto alto nell’estimazione dei dotti e tanto ben meritare della 
scuola matematica napoletana, 


La famiglia di Achille Sannia è morconese da qualche secolo, ma 
oriunda spagnuola: questa la notizia che mi diede il prof. F. DO vidio, 
il quale nella figura di Achille Sannia vede una notevole somiglianza 
col ritratto originale di M. Cervantes. 
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Liberantonio Sannia, da Morcone, giovane magistrato, fu de- 
stinato qui a Campobasso verso il 1817. Conobbe la giovane ed avvenente 
vedova di Francesco Scaroina, M. Saveria Diodati, e la 
sposò. Ne ebbe a Campobasso due figliuoli: Vincenzo che fu avvocato 
e poi alto magistrato, ed Aehille che nacque il 14 aprile 1822. La si- 
gnora Saveria aveva due figliuole, Enrichetta e Francesca, 
la quale fu poi nel 1838 moglie di Pasquale D'Ovidio, su nominato 
a proposito del Trudi. 

Trasferito il padre a Lucera, Achille passò colà alcuni anni, poi nel 
1837 andò a compiere gli studi a Napoli, sotto la scorta del fratello V i n - 
cenzo, che fino all’ultimo fu per lui un secondo padre. Quivi il Sannia 
frequentò il famoso studio dei prof. Tucci e de Angelis, dianzi no- 
minato, per prepararsi a sostenere gli esami del concorso di ammissione alla 
Scuola di Ponti e Strade, che accoglieva quaranta soli alunni tra napoletani 
e siciliani. E il Sannia vi entrò brillantemente nel settembre del 1340. 
Fu laureato ingegnere nel 1847; ma egli continuò a perfezionarsi in mate- 
matica sotto la guida del prof. Carlo D'Andrea, del vicino Abruzzo 
aquilano. 

Intanto il padre Liberantonio fu a Potenza, ad Aquila e infine a 
Napoli, dove divenne consigliere della Gran Corte di Giustizia; ma dopo il 1848 
fu destituito. E fu destituito perchè non volle piegarsi a dar torto a tre 
giornalisti liberali: il Mancini, il Pironti e il Trinchera; non 
tanto per spirito di Jiberalismo, quanto perchè alla coscienza giuridica di lui 
l’addebito legale fatto loro appariva insussistente. Fu avvertito di ciò ch’era 
serbato a chi votava in senso contrario ai voleri di Re Ferdinando; 
ma non piegò; e la famiglia fu privata prima dell’agiatezza e poco appresso 
del suo capo, che ne morì quasi per accoramento. 

Così trascorsero i primi e gli ultimi anni della giovinezza di Achille 
Sannia: peregrinando tra Campobasso, Lucera e Napoli, fece studii se- 


‘condari piuttosto mediocri; perdette il genitore per ragione politica; e fu 


egli stesso segnato nei libri della Polizia del tempo come uomo d’incesso re- 
pubblicano e capace all’accorrenza di diventare tribuno del popolo. Certamente 
questa notà poliziesca fu causata dal suo fare libero franco e retto, che 
aveva ereditato dal padre suo e che egli poi serbò in tutte le occorrenze 


"della sua vita. Nel 1884 mi scriveva: « Jo per aver votato con indipendente 


« coscienza in Parlamento, ho perduta la cattedra che avevo mella Scuola per 


‘«gUIngegneri : nuovo esempio di schifosa partigianeria è che misura il libera. 


« lismo del sedicente governo progressista ». Egli apparteneva alla parte mo- 
derata, come si diceva allora. 

Pare per altro che la Polizia non gli desse ulteriori fastidi, o perchè 
soddisfatta della destituzione del capo della famiglia o perchè i maestri 
seppero proteggere lo scolare, o per le due ragioni insieme. Fatto sta ch’egli 
sei anni dopo la laurea, nel 1853 fu incaricato nella Scuola di Ponti e Strade 
dell’insegnamento della Geometria solida analitica, è nel 1854 ebbe Vonore 
di sostituire il suo maestro. Tucci nell’ insegnamento delle Applicazioni 
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della Geometria descrittiva. D’ allora Ja carriera del nostro fu decisa: lin. 
segnamento. i 

Nel gennaio del 1856 ottenne il rescritto sovrano che gli permetteva di 
aprire a Napoli uno studio privato di matematica, che venne poi in tanta 
e meritata fama. 

Nel 1360 sposò la signora Angiolina D’'Ovidio figliuola di I a - 
squale, e perciò sua nipote per parte della sorellastra Francesca, e 
sorella di Enrico e Francesco D'Ovidio, La famiglia DO yidio 
si era da Campobasso trasferita a Napoli, anche ad istigazione del Sannia; 
e così vandò il giovane Enrico con Vintenzione di darsi alla legge; ma 
il maestro lo sedusse alla matematica. E anche altri sedusse che poi presto 
fece come coadjutori nel suo studio: i primi tra loro furono E. DO vidio 
e N. Salvatore Dino (maestro da poco mancato all’Università di Na- 
poli) e poi venne Gabriele Torelli che oggi v insegna Calcolo in- 
finitesimale. 

Il D'O vidio e il Torelli scrissero già quello che fosse lo studio 
del Sannia e dell’opera che questi vi svolgeva. Dalle 7 ‘/, all’14/,, stando 
per sei ore sulla cattedra senza interruzione, insegnava in quattro classi : 
Aritmetica, Geometria e Algebra elementare -— Trigonometria, Algebra com- 
plementare e Geometria analitica piana — Calcolo infinitesimale e Geometria 
analitica solida — Geometria descrittiva e Meccanica razionale. Le lezioni 
erano fatte sotto la scorta dei migliori trattati, ch'egli esaminava in cospetto 
dei giovani con fine analisi, dando loro copiose notizie storiche, dotato come 
era di una memoria ferrea e prodigiosa, e fornendo anche copiosi esercizi 
sulle teorie che veniva svolgendo, i quali erano risoluti dai giovani o in 
iscuola 0 a casa. 

Tali esercizi egli poi trovava, la sera, il tempo di leggere, correggere e 
postillare richiedendo per essi anche un certo garbo nello scrivere; e ciò 
qualche volta faceva con amabile ironia. Mi raccontava F. D'Ovidio che 
uno dei discepoli, non degli ultimi, aveva seritto: sendo il triangolo ABO ete. 
Il maestro corresse: sendo un minchione e il triangolo ABC ete. 

Ma non era soltanto questa l’opera da lui spesa nella sua scuola. Egli 
tutti i pomeriggi dava un’altra lezione, e questa gratuita, a coloro che aves- 
sero desiderato altri perfezionamenti, e divulgava così le opere dello Chasles 
sulla geometria e sulla meccanica, del Brioschi e del Trudi sui deter- 
minanti, del Bella viîitis sull’inversione; sviluppava la teoria delle coor- 
dinate trilineari ete. Spesso riusciva a spiegar quelle teorie con metodi nuovi, 
che, se pubblicati, gli avrebber fatto onore. Ma non avendo pubblicato nulla 
da giovanissimo, e non essendo mai contento dell’opera sua .e volendo ado- 
perar la lima, non ne fece nulla: ormai il suo fine era di formar dei giovani. 
Forse anche lui pensava come G. B. Calvello, professore di storia antica, 
il quale, secondo che afterma il Settembrini, ripeteva sempre: Lo scopo 
universale della vita non è scrivere, ma amare il vero e fare il dovere. 

Gaetano Filangieri, onore del nome napoletano nel XVIII se- 
colo, nella sua Scienza della legislazione, a proposito di un disegno di riordi- 
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namento della pubblica istruzione, aveva scritto queste parole: più che nel 
profferire un sermone non interrotto, il ministero del professore sta nel trasfon- 
dere ai giovani, con quotidiane conversazioni, lo stato e il cammino della Scienza. 
Ebbene il Sannia era l esempio vivente del professore, quale vagheggiò 
il Filangieri nella sua alta mente: ai suoi scolari egli seppe davvero 
fornire notizie sullo stato e sul cammino della Scienza ; tale lo scopo unico 
della sua carriera d’insegnante. 

E quando uscì il Giornale di matematiche, la maggior parte dei giovani 
che risolvevano le quistioni proposte da matematici italiani o stranieri erano 
e sì firmavano discepoli del prof. Sannia: questo il titolo della nobiltà loro. 
Josì il Sannia effettivamente collaborava al Giornale. Ma egli era gran 
parte delle teorie che si venivano allora elaborando, appunto perchè ne ra- 
gionava sia con i colleghi sia con gli scolari del suo studio; e per quanto 
riguarda la teoria dei Determinanti, il Trudi lo afferma nella prefazione, 
e posso testimoniarlo io stesso, perchè quando seguii le lezioni di lIni nel 1872, 
egli mi consegnò alcuni fogli stampati con correzioni ed aggiunte, ed altre 
aggiunte mi dettò da scriverle sul testo. 

Era allora (parlo del 1860 o giù di lì) nel pieno vigore delle sue forze, 
che spendeva anche in altro modo ma sempre utilmente in pro dell’istruzione. 
La rivoluzione del ‘1860 lo portò consigliere comunale di Napoli e poi asses- 
sore della pubblica istruzione; e se non fu tribuno del popolo, come lo aveva 
preconizzato la Polizia borbonica, fu eerto, come serive F. D'Ovidio, 
campione ardente della parte moderata, e nel decennio 1861-71 ordinò le scuole 
di Napoli e fondò i convitti Cirillo e Caracciolo. 

Nella Senola di Ponti e Strade conservò il suo insegnamento di Appli- 
‘azione della Geometria descrittiva; ma cercò di opporsi alla trasformazione 
della Senola, riservata ai quaranta allievi ammessivi per concorso, nell’ at- 
tuale Scuola degi’Ingegneri aperta a tutti, benchè ciò sarebbe stato contro 
il proprio interesse, chè gliene sarebbe venuto un aumento di stipendio. Ma 
disinteresse ancor maggiore egli mostrò quando, avvenuta nel 1862 la tra- 
sformazione della Seuola, il Ministero, allora a Torino, approvò in Consiglio 
dei ministri la nomina di Jui a Direttore della Scuola. Il ministro di Grazia 
e Giustizia Pisanelli suo amico credette bene comunicargli la cosa. Egli 
rispose vivacemente che con la sua nomina si sarebbe fatto un torto al 
Padula, a cui gli pareva toccasse quel posto. Il Pisanelli lesse la 
lettera in Consiglio di ministri, dove si disse che quel Sannia doveva es- 
sere o un eroe 0 un pazzo. Oh! spesso fallace giudizio umano! Non certo pazzo 
si sentiva d’essere e poteva apparire il Sannia anche ai lontani ministri ; 
nè egli, son sicuro, si ritenne eroe per aver scritta quella risposta : egli fu 
anche allora, come sempre, sprezzatore del proprio tornaconto, ed estimatore 
disinteressato e virile dei meriti altrui. 

E così della nuova Scuola degl’ Ingegneri Padula fu il Direttore, 
Sannia il vice-direttore. 

‘hinse lo studio nel 1865, perchè le eroiche fatiche ch'egli vi spendeva 
cominciavano ad essergli cagione di qualche inconveniente nella salute, E 
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allora 1’ Università lo incaricò dell’ insegnamento del Disegno di Geometria 
descrittiva: umile incarico, come si vede, ma che egli accettò, perchè pen- 
sava che non il posto onora Ynomo, ma l’uomo il posto. Ed egli allargò il 
suo insegnamento, lo rese importante e proficuo, richiamandovi grandissimo 
numero di allievi, tutti gli allievi. Il suo corso di Disegno era un vero corso, 
anzi il vero corso, di Geometria descrittiva. Così conobbi il Maestro nel 1872. 
Nello stesso anno egli fu incaricato delle conferenze di Geometria analitica 
nella Scuola normale superiore, che un decreto del ministro Bargoni 
del 1869 aveva fondato presso l’ Università di Napoli, e che il Villari 
Segretario generale (allora i titoli erano più modesti) aveva voluto regalare 
alla sua città natale, da cui era lontano, perchè professore nell’ Istituto su- 
periore fiorentino. È questo un particolare che non trovo in nessuna comme- 
morazione del Sannia e nemmeno nell’opuscolo in Memoria. Anche quelle, 
che conferenze! Io ne fui così preso, che sebbene avessi superato 1’ esame 
della materia in Facoltà l’anno prima, tornato in vacanze al mio paesello mi 
diedi a risolvere grandissima parte degli esercizi del Salmon, sul quale 
il Sannia regolava le sue esercitazioni. 

Chiamato il Battaglini all’Università di Roma proprio in quell’anno 
1872, il Sannia ebbe Vincarico della Geometria superiore, e per quell’anno 
sviluppò il trattato dello Chasles. Introdotto poi l insegnamento della 
teometria proiettiva, egli lo ebbe e lo tenne fino alla morte col grado di 
professore ordinario. 

L’abitudine e il modo d’insegnamento del suo studio privato egli continuò, 
anche dopo la chiusura di quello, nelle sue lezioni universitarie, perchè ad 
alunni che mostrassero buon volere e maggiori attitudini soleva impartire 
altre cognizioni sia scientifiche sia storiche. Insomma quello che oggi si fa 
nelle Università da due anni con le esercitazioni, il Sannia lo fece sempre 
e nel suo studio privato e nell’insegnamento pubblico, nelle aule scolastiche 
e fuori. O pomeriggi, dolci nella memoria, quando si accompagnava il mae- 
stro, alto e aitante della persona, dall’Università per via Mezzocannone e si 
traversava Toledo e si percorreva via Concezione Montecalvario fino alla sua 
casa d’ abitazione, "Ed egli, contento, continuava ad istruirci facendo osser- 
vazioni acute e geniali su questa o quella teoria, e mettendo in chiara luce* 
lo sviluppo storico degli argomenti trattati nella lezione. 

Contribuiva all’ efficacia delle sue conversazioni scientifiche la grande 
straordinaria potenza della sua memoria alla quale già accennai. F. D'Ovidio 
racconta: « Presso ai cinquant'anni pensò che fosse dovere d’un italiano Vaver 
<« ben famigliare la Divina Commedia, e la imparò tutta quanta, proprio come 
« Dante aveva fatto dell'Eneide ». Il che evidentemente non gli sarebbe riu- 
scito, se egli già non avesse avuto il prodigio della memoria e non l’avesse 
esercitata per l’addietro. Egli mi diceva, appunto nel 1872 quando era cin- 
quantenne, di sapere le poesie del Giusti, imparate quand’esse entravano 
di contrabbando nel nostro Regno borbonico, e in particolare il Gingillino 
saperlo in modo da poterlo recitare a ritroso partendo dall’ ultimo verso e 
andando al primo. E a proposito di cotesta sua spiccata qualità mnemonica 
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mi raccontò un aneddoto grazioso. In una certa festiccinola di una famiglia 
amica tal monsignore recitò un sonetto di sua composizione. Il Sannia 
disse di conoscere il sonetto, tanto che lo recitò. Il povero monsignore allibì! 
Ma il Sannia spiegò subito lo scherzo che volle fare al monsignore usando 
della sua memoria prodigiosa. 

Fu per due legislature, dal 1876, deputato al Parlamento pel Collegio 
di Morcone; e intanto consigliere provinciale di Benevento, membro della 
Giunta superiore del Catasto, presidente del Collegio degl’Ingegneri e Regio 
Commissario per tre anni presso la Scuola di Applicazione di Napoli, rinun- 
ziando al compenso in prò della Scuola stessa. Fu nominato Senatore il 4 
dicembre 1890, 

Tali uffici egli tenne e disimpegnò da par suo, come aveva tenuto è 
disimpegnato quello di assessore del. Comune di Napoli. Ma mentre il co- 
strutto che cavò da tanto affaccendarsi nel Municipio fu una malattia nervosa 
che per tre anni lo travagliò coi più acuti dolori, d’ altra parte, come suole 
avvenire, tra le soddisfazioni del bene compiuto non gli mancarono le ama- 
rezze e i disinganni, che alla lor volta lo fecero prorompere in qualche scatto 
che potè parere soverchio. Questo dice F. D'Ovidio; ma soggiunge subito: 
Eran sempre fuochi di paglia. E veramente la natura amabile di lui riprendeva 
tosto dominio sul suo animo, e lo faceva riapparire quaVera: sempre buono 
e, direi, giovanilmente buono. 

Una volta (eravamo nell’ottobre del 1878 e all’inizio della mia carriera 
nel R. Istituto tecnico di Chieti) da una mia lettera, che certo non dovette 
essere in tutto chiara, aveva dedotto che il prof. Battaglini (che non 
fu mio maestro, ma al quale tanto devo sia per lo studio delle sue opere 
sia per i consigli e gli aiuti dei quali mi fu sempre largo) non mi avesse 
quella volta ceontentato più che tanto, o come forse avrebbe pensato di 
far Iui. 

M'affrettai a metter in chiaro le cose. 

Egli subito m’inviò una cartolina con queste poche parole: « Le poche 
«parole sono principalmente per dirvi che sono stato lietissimo di quanto mi 
«avete scritto della lettera del Battaglini.... perchè mi fa ricredere sul 
«suo conto. Voi poi avete fatto benissimo a disingannarmi, perchè mi avete 
« dimostrato che io non m'ingannavo nel giudicarvi anche relativamente al vostro 
«cuore ben formato, perchè grato: e la gratitudine oggi è merce rarissima ». 

Quì, vedete, non è un matematico e un professore eminente che risponde 
a un suo scolare, di trent'anni più giovane, allora esordiente: quì voi sentite 
tutta la bontà di un animo nobile, felicissimo che anche a traverso di un 
discepolo umile egli abbia potuto ricredersi sul conto di un collega illustre, 
e contentissimo che quel discepolo abbia il dono della gratitudine. E badate, 
o voi gentili che mi ascoltate, che come me tanti altri giovani si saran 
certamente trovati o costretti o persuasi a rivolgersi al Sannia, ed egli 
come a me avrà risposto egualmente a quanti a lui si rivolgevano non in- 
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darno. Qual maraviglia dunque se no? tutti lo ricordiamo con affetto smisu- 
rato e il suo nome ci par degno di tanta riverenza 


Che più non dee al padre alcun figliolo ? 


I 
uianza ulteriore della bontà innata di lui. 

Era di due corsi più indietro di me studente nel Liceo e convittore 
Luigi Lombardi da Morcone. Egli mostrava una straordinaria attitudine 
allo scrivere, e quell’indimenticabile maestro che fa Vincenzo Di Paola, 
e che insieme a Francesco Tarra e a Giacomo Mola (ahimè 
tutti morti) era a quei tempi la colonna del nostro Liceo, mi mandò alcune 


ic 


piacemi aggiungere un altro episodio affettuoso ignorato, per testimo. 


novelle di lui, che le avessi presentate con una sua lettera al Sette pm - 
brini, col quale egli era entrato in corrispondenza, Lesse quelle novelle il 
Settembrini e prese a voler bene al mio caro amico e cercò giovargli 
come meglio poteva: saputolo poi morconese volle che anche il Sannia 
s'interessasse di lui. E questi me ne dava ancora notizia qualehe anno dopo 
nel 187S a Chieti. Pur troppo le belle e care speranze su quel mio amico 
morte crudele disperse anzi tempo! Ma a me restò sempre nella memoria il + 
gentile episodio dell’interessamento che ebbero per lui il Settembrini 
e il Sannia. 
Accennai già alla ritrosia sua nel pubblicare. Tuttavia dae pubblicazioni 
ci furono. L’ una fatta in collaborazione del prof. D'Ovidio è: Elementi 
di Geometria, pubblicata nel 1869. Questo libro avrebbe dovuto essere il 
primo di un corso completo di matematiche elementari che i due Autori avreb- 
bero scritto insieme, e che la nomina del D’ Ovidio all'Università di To. 
rino impedì che scrivessero. Nella sua parte essenziale il libro è dovuto al 
D' Ovidio: il Sannia vi contribuì con alcune costruzioni eleganti, che 
egli solea insegnare nello studio privato, e coi suoi consigli preziosi. Di 
L’altra pubblicazione è la Geometria proiettiva. Quest'opera egli imprese 
a pubblicare con vigor giovanile, malgrado i suoi 63 anni, nel 1885, cedendo 
alle insistenze dei suoi discepoli, e la cominciò con un indirizzo del tutto 
diverso da quello che le diede di poi: il contenuto era formato da aggiunte 
trasformazioni ed osservazioni sue personali al testo, ormai esaurito, del O re- 
mona, ch'egli soleva svolgere nelle sue lezioni universitarie. Ma voglioso 
com’ era della perfezione e continuamente studioso di ogni progresso delle 
teorie che veniva svolgendo, egli le riprese da capo a fondo, sicchè, come 
dice il DO vidio, den gli si addirebbe Vepigrafe: geometrica geometrice. Più 
d’una volta lo visitai quando egli era R. Commissario alla Scuola degl’ In- 
gegneri di Napoli, e tra le pratiche dell’ufficio aveva sempre con sè qualche 
fascicolo del manoscritto dell’opera. Non solo studiava da sè i testi che più 
gli paressero opportuni, come per esempio lo Staudt, ma cercava consigli 
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da chiunque egli credesse poterli avere proficui, e non rifiutava aiuti da 
chiunque potesse dargliene. Così era in corrispondenza continua con Vallora À 
giovanissimo mio amico prof. Corrado Segre, il maggiore allievo del i 
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D'Ovidio, e si giovava dell’ opera intelligente dei professori Del Re 
(da poco defunto) e Amodeo, già suoi assistenti: ciò egli dichiara nella 
Prefazione. 

Per conoscere dell’importanza dell’opera, basta dire che il Cremona 
aveva associato il suo nome a quello del Sannia, per pubblicare un se- 
condo volume sulla Geometria proiettiva. « La stima che io facevo del Sannia 
«(così il Cremona in una lettera al proff Francesco Milone) e 
« della sua Geometria proiettiva risulta dal fatto che noi ci eravamo combinati 
«di fare insieme una pubblicazione in due volumi, il primo dei quali dovea 
<essere la mia (Geometria proiettiva ed il secondo la. sua ». 

Ma la seconda edizione non giunse che a mezzo, perchè 18 febbraio 1892 
il grande e impareggiabile maestro fu spento da polmonite violenta. Egli 
soccombette all’impazienza febbrile con la quale attendeva alla stampa del- 
l’opera, all’indomabile ardore d’insegnare che lo spingeva anche a 70 anni 
a dar lezione ai più volonterosi anche fuori orario, e al disprezzo d’ogni cura 
materiale per sè; ma fu anche vittima del dovere che egli sentiva e voleva 
adempiere a ogni costo. Perchè volle recarsi all’Università un giorno che gli 
studenti avevano cominciato a tumultuare; e intrattenendosi nei corridoi 
freddi, senza poter far lezione, fu assalito e ucciso dalla polmonite. 

L’opera cominciata fu per desiderio dei cultori della scienza, degli stu- 
denti, della famiglia e dello stesso editore, condotta a termine, con la coo- 
perazione del prof. Ascione, stato devoto assistente anche lui del mae- 
stro, dal prof. E. D'Ovidio, come un sacro dovere verso la venerata e 
cara memoria dello zio. Ma la famiglia fu orbata di un padre che le sarebbe 
stato ancora necessario, la scienza perdette un cultore appassionato, la cat- 
tedra un maestro insuperabile, questa città un cittadino raro, e i suoi disce- 
poli tutti, vecchi o maturi, un modello vivente da imitare nell’ adempiere i 
proprii doveri, specialmente come insegnante. 


Sono passati rispettivamente trentotto e trent’ anni dalla dipartita dei 
due che noi oggi quì commemoriamo; ed io non posso pensare ad essi senza 
commozione da una parte, e dall’altra senza compiacimento che essi nacquero 
nel nostro nobile Sannio, e quì, in questa città alla quale tutti ci avvincono 
carissimi ricordi della nostra educazione. 

Grazie a quelli di voi, o signori, che mi avete offerta occasione di ma- 
nifestare pubblicamente i miei sentimenti di molisano e di devoto discepolo 
ai due molisani, e grazie a tutti d’avermi benevolmente ascoltato. 

Ma io mi voglio anche rivolgere ai nostri giovani sanniti, ai quali noi 
vecchi insegnanti consegniamo la fiaccola del sapere e additiamo gli esempi 
dei nostri maggiori da imitare, e dico loro: Non venite mai meno al nome 
glorioso che portate; e portatelo con orgoglio; e ditelo. Con orgoglio lo por. 
tarono quelli di voi che combatterono e vinsero l’ultima santa guerra contro 
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lo straniero abborrito, con orgoglio lo*porterete tutti che nelle arti della pace 
4 darete opera feconda alla fortuna del nostro diletto almo paese. Boi 
E ai nomi dei nostri grandi trapassati, G. Maria Galanti, Vin- 

cenzo Coco, Gabriele Pepe e Leopoldo Pilla, aggiungete 
i . anche quelli dei due commemorati oggi: Nicola Trudi, che il povero 
stato consolò con Vamore alla scienza e da un ufficio umile salì ai quello di 
professore nell'Università di Napoli; e Achille Sannia che le perse- 
cuzioni sofferte dal padre e dalla famiglia per parte di quel governo che fu 
detto la negazione di Dio, non fiaccarono e non indussero a sterili reerimina- 
zioni. Le sventure domestiche provate da giovane ne temprarono così l'animo, 
che ai giovani egli volle venire in aiuto nel suo insegnamento EAST e Rab 
blico, con fervore di apostolo e con amore di padre. i 


sil iii 
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LE TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI DELLO SPAZIO 


DETERMINATE DA SISTEMI OMALOIDICI DI QUINTICHE 
DOTATE DI UNA RETTA TRIPLA E DI DUE DOPPIE 


NO TUA 


DELLA 


Dott. NICOLETTA BERARDI (a Barletta) 


Nella presente Nota, seguendo il metodo di Cremona e avvalendomi 
dei nuovi concetti stabiliti dal Prof. Montesano nell anno accademico 
1918-19, ho costruito tutti i tipi di trasformazioni birazionali dello spazio 
aventi origine da sistemi omaloidici di superficie di 5° ordine con una retta 
tripla e due rette doppie sghembe tra loro incidenti alla prima. 

Per ragione di brevità ho dato solamente un cenno riassuntivo dei ri- 
sultati ottenuti, ho indicato cioè per ogni corrispondenza i sistemi omaloidici 
di superficie ad essa collegati e la posizione degli elementi fondamentali in 
ciascuno dei due spazi. 


Rappresentazione piana della superficie x, = 0°, 2u?. 


È noto che una superficie di 5° ordine, dotata di una retta tripla o e 
due rette doppie «,,v, sghembe tra loro e incidenti alla prima, può essere 
rappresentata SOpra un piano in modo che le sezioni piane abbiano per ima- 
gini cubiche passanti per quattro punti Q,,9Q,;Q,,Q, posti in posizione 
generica. 

La retta tripla o ha per imagine una retta generica o’; le rette doppie 
“,,, due coniche passanti per i punti Q,,Q,,Q,,Q,; e’ le coniche ulte- 
. riori sezioni della superficie con i piani del fascio (0), hanno per imagini 
coniche r, passanti del pari per i quattro punti Q, (î =1,2,3,4). 

La superficie 7, possiede 10 rette semplici che hanno per imagini i lati 
del quadrangolo completo I =Q, Q, Q, Q, ed i quattro punti Q, (i=1, 
2,3,4) 

Queste ultime quattro rette si appoggiano alle due rette «,, v,, mentre 
le restanti sei si appoggiano alla o e si distribuiscono in tre coppie, essendo 
ogni coppia formata da rette incidenti, sicchè essa costituisce una conica 
degenere della superficie situata in un piano del fascio (0). 


ua 
9° 


LIO X 


È noto anche che una superficie x di 5° ordine dotata di una retta tripla 
e due rette doppie sghembe tra loro e incidenti alla prima, fa parte di due 
tipi di sistemi omaloidici di 3° ordine. Le relative corrispondenze birazionali 
furono studiate da Cremona. 

Gli altri tipi di sistemi omaloidici costituiti da superficie 7, e le relative 
corrispondenze birazionali dello spazio vengono costruite in questa Nota. 


1. Corrispondenza birazionale K.,. — Il sistema omaloidico Y collegato 


alla corrispondenza K.,,, nello spazio S è costituito da superficie 


= n° n? 
Ti deo 


è costituito cioè da superficie le quali, oltre alla retta tripla v e alle due rette 
doppie «, hanno in comune una curva gobba 0, = (0,24) di 4° ordine e di 
genere zero, ed un punto Q fuori della curva 0,. 

Il sistema omaloidico E’ collegato alla K nello spazio S' è formato da 
superficie 


TATA 2) 132 
de 30306, ) 


è costituito cioè da superficie di 4° ordine aventi in comune una conica sem- 
plice 0',, una retta o’ non avente con la 0’, alcun punto in comune, una 
conica doppia e’, che s’appoggia alla 0°, e alla o’ a ciascuna in un punto. 
I due punti P' sono in posizione generica rispetto alle altre linee fon- 
damentali. 
Le superficie fondamentali della K.,, nel primo spazio sono le : 


SI , 7 seo 4 pYs i , 
Di == 0°, QU 3 00 0445 20 
- N20 Y . y = 0i03 di I 4 
O, = 03 QU 0 0 O 
t, = 08, 2u?,0,0° > @,; vj =04, 2, 0°Q > P' di ei, 


Nello spazio S' le: superficie fondamentali della corrispondenza sono le: 


, 
(0) 2 


Il 


2P', 0°, >w0 ; e',=2P",0 9° + P di 0 


0 = Pole, u; (1,2) ; = Poe, P_ di wi 


t,=o0/0°e? vo, ; r=0'0'e, <P di 0, 


il piano 0 = e,70:Q. 





(4) Il segno + già usato dai geometri americani sostituisce la frase omologa di. 
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2. Secondo tipo di corrispondenza K.,,., — Il sistema omaloidico Y colle- 
gato alla K., nello spazio S è costituito da superficie 
2 514 Ì 


o 
d 


Tq,=0°,2u*,ro,P, 


è costituito cioè da superficie aventi in comune oltre alle rette multiple o, 
2u, una enbica gobba 0, = 0', 24°, una retta r incidente semplicemente alle 
ue rette x e un punto P fuori delle precedenti linee fondamentali. 

Il sistema omaloidico 2’ collegato alla corrispondenza nello spazio S' è 
costituito da monoidi 


p',=Q8,20', uf, 0% ?. 


Tali monoidi hanno il vertice nel punto Q' ed hanno tutti in comune 
due rette doppie w,,w", concorrenti in Q' e una enbica gobba 0, non pas- 
sante per il vertice, avente per secante semplice la w', e per corda la w',. 

I due punti O° sono in posizione generica rispetto agli altri enti fonda- 
mentali. 

Le superficie fondamentali del primo spazio sono le: 


dp =0,2u,rPou, ; e=0,2u,r'ol, P' di v, 
= 0,24, r°0,0.0°,; e, = 0r'0), >» P' di 0', 
o=0Pou, s e,=0r'0°,P > P' di w, 
wi==0.20,0,0Q 3; s=0%; SHO UPEL Lo 2) 


Le superficie fondamentali dello spazio S' sono le: 





Vedi , , 19 , 12 2 n 19 6 , , , . 

ou 07, 207, Q° 0.5. = 0,328, 20,0 P di 0 
PARO ONTANI ET 5 

w' = u',Q/0'; zi; 0, = 00 > P di «, 


(penti==1%.2) 


, > alt NR, , Re ME A 3 10004 
a ? . fi: dr - ta @) DI 
O, =U,0,4,Q SS si sr Ue Bd. 
PIE 1917 A. 19 A rg 082 907) . 
po = Quo, SI 0 > P di o, 
o',=20,Q > P. 


3. Corrispondenza birazionale K...-- Il sistema omaloidico £ collegato 
alla corrispondenza K nello spazio S è costituito da superficie 


pù ji DI via #3" fi Sg RR 
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è costituito cioè da superficie aventi in comune, oltre alle rette 0,2%, una 

cubica gobba g, = 0°, 2u' e due punti U,,U, in posizione generica rispetto 

alle precedenti linee fondamentali. 
#: 


Il sistema E’ è affatto analogo al sistema Y. 
Le superficie fondamentali della K nello spazio S sono : 


SVAGO ‘Abel rag 1 nb VERNO A 
0,0 ZU GIO GI IR I RATE 
w0 = 0°, 2u,gUi vu; r,=0,2u',g97,U; > P' di w (per «1, 2) 
— Ud ° n ZI 2 3 OTT tige 7 
0, = 0,20, 2Urv 03 1a = 024°, 1, 2 USS 


0,9 = 0u, > U‘, (peri =1,2). 


Le superficie fondamentali dello spazio S' sono affatto analoghe a quelle 
dello spazio S. i 


4. Secondo tipo di corrispondenza K.,.. — Il sistema X collegato alla cor- 
rispondenza nello spazio S è costituito da superficie 


T,=0°,2u°,0,Qî 


le quali hanno ulteriormente in comune nna cubica gobba 0, > 0!,24,, un 
punto Q fuori della cubica e il piano tangente t in tale punto. 
L’intorno ? è perciò Vintorno del punto Q nel piano ©. 
Il sistema omaloidico E’ collegato alla K nello spazio S’ è costituito da 
superficie del tipo : 
PS NIETO (I I3NZ13,a! I) 
W = 0009 2 NEAR) 
le quali hanno tutte in comune due punti tripli V', X”, una curva doppia o’, 
gobba avente nel punto X" un punto doppio e passante per V, una retta o, 


anche doppia congiungente i punti X', V' ed i piani tangenti © =4#,t,, 


t'==o"#,,qt,=0o'",in X', essendo #’, , #,,le tangenti nel punto X°* ai due 
rami della curva 0’,. Gl’intorni r°, 0; (i 1,2) sono gl’intorni del punto X° 
nei piani ©’, ©, ,q,. I due punti Q' sono in posizione generica rispetto.agli 
altri enti fondamentali. . 3 

Le superficie fondamentali della K nello spazio S sono: 












o, = 0, 2u, 0,Qi od} r,=0,2u',0,Q, — P' di 0’, | 
Î 
, DI DI , at gf 1 
w = 00) POM te==0",0,0; > P' di 0 
o, =0,24,0, —>V'; 6,9 = 0; So QUAI 


Alla rete delle superficie 7. = 0°, 2u°, 0,Q°r, 2v dello spazio S corri. 
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sponde nello spazio S’ la stella di piani avente per centro il punto fonda- 

mentale fittizio X” e le rette r= Q,2u',v, (per i—= 1,2) che dal punto Q 

proiettano i punti di sezione del piano ® = 0Q con la cubica o, non situati 

sulla 0, sono le linee fondamentali fittizie (') dello spazio S aventi per omo- 

loghi nello spazio S' rispettivamente agl’intorni r', 0, (per i ==1,2). 
Nello spazio S’ le superficie fondamentali sono : 


| Ania SPO apt: 17 $ ai s 
w,= 0',0?,2Q",V?X?,2v vo; e,=00,20',VaeP di 0 


wo Vu; = 089 > Pi di vu (per i=1, 2) 


il cono @,=V'°00X",2v 000 ; vr = Vo P di 0; 





7 e POSSI 7 VARIE A) Pai al a sura 
» e vao, 01 Qi at = Lo, Pili i. 


5. Terzo tipo di corrispondenza K,,;. — Il sistema omaloidico X collegato 
alla corrispondenza K nello spazio S è costituito da superficie 


= 03 2 cli) 
Te 0524", 3r ,20. 


Queste superficie oltre ad avere in comune le tre rette multiple 0,2, 
contengono tutte tre rette r, sghembe tra loro due a due e con la retta 0 
ma incidenti alle rette doppie «,,v,, e due punti semplici O, (per î = 1, 2) 
in posizione generica rispetto alle precedenti rette. 

Il sistema omaloidico E’ collegato alla K nello spazio S' è affatto ana- 
logo al sistema È. 


Le superficie fondamentali della K ‘nello spazio S sono: 


O =0,2u, rr; 01, , r=01 jo P di r, (per i,j,h=1,2,8) 


il piano wo = 00; vw, ; r,=0°,3r,0, > P' di w, (per i =1,2) 


o,=0°,2u°,2r,20 000; r,=0°,2u,3r,20-> P' di 0° 


ld 


o, = 04, > 0’, (per i=1,2). 


Le superficie fondamentali del secondo spazio sono affatto analoghe a 
quelle del primo, 


(!) Le denominazioni di punto fondamentale fittizio e delle relative linee fondamentali 
fittizie sono dovute al prof. Montesano, 
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ILE X 


6. Quarto tipo di corrispondenza K,,,. — Il sistema omaloidico X collegato 
alla corrispondenza K nello spazio S è costituito da superficie 


n, = 08, 2u*, roj, 20; 


le quali hanno ulteriormente in comune una retta v incidente alle «,,%,, 
una conica 0, che s'appoggia in un punto a ciascuna delle rette o, «, (per 
i —=1,2) e due punti O in posizione generica rispetto alle linee fonda- 
mentali. 

Il sistema omaloidico E’ collegato alla corrispondenza K nello spazio S' 
è affatto analogo al sistema .. 


Le superficie fondamentali della K nello spazio S sono: 


0, =0,2U 70, vw; ry=0, 2,70; >P di ui (par ea) 


SANI) . î . » = 0x0! d i 4 
Wie LU 0g e PoditDa 
Ea h CE i dn 1 1 % Tert: 
db. =0 2g 0a rali > P' di 7 
tr =0°,24,0,, 202007; “wr; =0°7 27) 0%, , 20 coTPiai 


RUOTE ’ sro 
"fa ) —>=,0W, °° O i (per i=l ’ 2). 


Le superficie fondamentali del secondo spazio sono affatto analoghe a 
quelle del primo. 


7. Corrispondenza birazionale K,,. — Il sistema omaloidico Y è costituito 
da superficie : 





Tm 0%, 24°, 4,90, 


le quali hanno tutte in comune oltre le 0,2«, una conica g, situata in un 
piano del fascio avente per asse la retta o. 
Il sistema omaloidico ’ è costituito dai monoidi : 


fig e, 12 / 15 N, 
pi =0,,9% 19 2Q 3 BR°, 3 


Tali superficie hanno tutte in comune una curva di 4° ordine 0’, gobba 
e di genere zero, tre rette doppie «'’, (per i=1,2,83) concorrenti nel punto. |. 
quintuplo R'. La curva 0’, non passa per R' ed ha per corde le tre rette w',. 
Inoltre i monoidi 4’, hanno in comune i tre intorni r' che circondano il punto 
fondamentale fittizio R'.e.sono nei tre piani che le tre rette vw’ determinano 
a due a due. I due punti Q’ sono in posizione generica rispetto agli altri 
enti fondamentali. 
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Le superficie fondamentali della K. nello spazio S sono : 





la rigata o,=(0,2u),g; 0, ; r= 209, P' di 0, 


Ì ‘ i R:I- 2 p : 
0 =0,20,0;0;j;°0°W, ; n= 0,24, g,0;0; > P' di w', 


Il 


(per d,j,h=1,2,83) 
6,0 = ou; Qi; (per î=1,2) ;  0j= 09, R. 


Alla rete del sistema Y costituita dalle superficie 7, = 0°, 2u?,30,3r 
corrisponde nello spazio S' la stella di piani avente per centro il punto fon- 
damentale fittizio R'. Le tre rette r, = O,,2u' (per i —=1,2,3) sono le linee 
fondamentali fittizie dello spazio S omologhe dei tre intorni r' dello spazio S°. 

Le superficie fondamentali del secondo spazio sono le seguenti : 


RES FIG MALIGTA o "Ro Rece tertay k RESTA : 
p, = R°,34,,2Q 0 _.;_ ra =R,34;,0%,,2Q — P di o 
© IRS,36%,,0,, Qu) 97 Su, e 8 00°, > P, di u, 


(per «è —"132) 
il cono p,=R*,3u?,0,09, ; c,=R'0,>P di 9, 
, LIO di I, e I ; sura CILS G ‘ 
p',0 = 0 ,R°r — O; (per è, j,h=1,2,3). 


8. Secondo tipo di corrispondenza K.,. — Il sistema omaloidico Y è co- 


stituito da superficie 


T, = 0,24”, 0,Q9Q 


+ 


le quali hanno tutte in comune, oltre alla retta tripla o e alle due rette 
doppie v,,v,, una conica 0, del tipo 0, = 0°, 2u', un punto O e l’intorno 9 
che circonda tale punto nel piano tangente comune qc in O a tutte le super- 
ficie 7,, ed un punto Q. 

Il sistema omaloidico E 
S' è costituito da superficie 


, 


collegato alla corrispondenza K.,, nello spazio 


EE TETTE) ; / 1A 029° 
db = Uva, 20, QsrY , 


le quali cioè hanno tutte in comune una retta 2" semplice, due rette triple 
u ,v' concorrenti nel punto quadruplo Q', una cubica 0°, doppia piana pas- 
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sante per Q'. Le rette u',v' s'appoggiano alla 0‘, ulteriormente in un punto. 
La retta 2’ s'appoggia alla v' ed 0’, a ciascuna in un punto. 
I tre intorni 8°, x',y' circondano il punto Q' e sono nei tre piani 
w,= wo, 7,= ut, c,=v'" rispettivamente, essendo la # la tangente nel 
, n. E, , 
punto Q' alla cubica 0.,. 


Le superficie fondamentali dello spazio S sono : 


A Dar, ” bela 1 , < ay 
W, == ,2u s 0, O È 3 vr = 2 , 0, cv P' di 2 
tr, =0,2u,0Qeu ; r,=0!,2u°,0, > P' di w 
cdi È 92 2 (pa SAITTA 1 DIETA 
w, = 0°, 2u° ;0,0°qQev/0 4; ri ="0"324,0, = Pasduapa 
SIE: DIN: , ada dea pt) 2 , , , 
tr, =0°,2u0,0,0Q 08; ta, = 0°,20,,0-0gQs Pole 


0, = 00» 0', (per i=1,2). 


Alla rete delle superficie 7, = 0°, 2°, 0,0*xys, dello spazio S corrisponde 
nello spazio S' la stella di piani avente il centro nel punto fondamentale 
fittizio Q'. Le rette x = Og!0i,,y= 0,24! e la conica s,= 0Qg',2u!, 04, 
sono le linee fondamentali fittizie omologhe le prime dei due intorni «', y° 


rispettivamente, la terza dell’intorno s°. 
Le superficie fondamentali dello spazio S’ sono: 


o, = uv, 20’ ,Q?80 0; c=2Wv%03,,20" > P di 0 


o, =2'u°v0,0',Q°Y8 o U; c',=2'0'v0,,20' > P di wu, 


os 


(per tl) 


I 412 1211 , 


pi =e'u'v0,Q°se — PP 


I 


209, > P di 0, 


o = u'v'Q'8' > Q 


sos 


Il 


il cono y,= Quu'vo, 0,9; 


r= Q'o, > P di q. 


9. Terzo tipo di corrispondenza K,,. — Il sistema omaloidico X collegato 
alla corrispondenza nello spazio S è costituito ‘da superticie 


n, = 0°, 2u°, 2e, OgU, | 


= 
aventi ulteriormente in comune due rette e, (per î = 1,2) sghembe tra loro 
e con la o e incidenti alle due rette «, un punto U, un ‘altro punto ‘O ‘e 
l’intorno 9g che circonda tale punto nel piano tangente tin esso a tutte le 7, 











(ALT 


/ 


Il sistema omaloidico E 
superficie : 


collegato alla K. nello spazio S'è costituito da 


SAAS, 12 12 , , DLE e. 
uraziOnt UNI (90 EV Dr dro; 
è costituito cioè da superficie 4’, aventi tutte in comune una retta semplice 
o’, tre rette doppie w', (per î —=1,2,3) concorrenti nel punto triplo X', una 
conica semplice 0’, che s’appoggia in un punto a ciascuna delle rette w/,. La 
, 2; sis È Pd £ È pi 1A si , , 
retta 0 s’appoggia in un punto alla «', e alla conica 0°,. Le superficie 4", 
hanno ulteriormente in comune tre intorni r',,°, (per î —=1,2) che circon- 
dano il punto X' rispettivamente nei tre piani w' = 2u/, X/,0%,= wu ;X' 
(per j= 1,2). 
Le superficie fondamentali della K nello spazio S sono : 


©, =0,2u,2e-00' ; r=0',2e > P' di o’ 


tr, =0,2u,60 vw (per îi=1,2).; r,=0',24',e,0g'/>P'di w, 


ni =|00 vu, 3; = 0,26, 0g P' di vu, 
w, =0°,2u°,2e,0qU? = 0%, ; r,=0*,2u,09U-—P' di 0’, 


0, = 0u; Qi (per î=1,2). 


Alla rete delle superficie t, = 0°, 2u°, 2e, O?U dello spazio S che con- 
tiene quali ulteriori linee basi le tre rette r = O, 2u', r, = Oe,0' (per i=1, 2), 
corrisponde nello spazio S’ la stella di piani avente per centro il punto fon- 
damentale fittizio X'. E le tre rette r, r,, 7, Sono le linee fondamentali 
fittizie che hanno per omologhe nello spazio S' gl’intorni »° , r°,, r, rispetti- 
vamente. 

Le superficie fondamentali dello spazio S’ sono : 


oi == 0,2 ,u*,07,2Q", XX, 2,0; 0,0 ,20 ,u',0,,2U'->P di 0 
d'= 2u',0,0Xr vu ; ec =0 0’, P di «, (peri—=1,2) 

Lai , DZ, 12 
e 240 0g 


È Tdi +e: IRAN) > ° È , , 
Per 0 OPE I gs ca 0, U. 


Il 


10. Quarto tipo di corrispondenza K,,. — Il sistema omaloidico X colle- 
gato alla corrispondenza K nello spazio S è costituito da superficie 


età Di, K 
to = 0°, 24° 80, 8P, 


è costituito cioè da superficie 7, aveuti tutte in comune una retta tripla o, 


Pi la 7 ha) Poi ARAN +, PR VIE 0 Pd PERIZIE SI 
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due rette doppie «,,v, sghembe tra loro e incidenti alla 0, una retta v==0!, 
una retta s= 24' e tre punti P in posizione generica rispetto «alle prece- 
denti rette. 


, 


Il sistema omaloidico E’ collegato alla K nello spazio S' è costituito da 


superficie 


RR NETTI Co 9) "4 OTT? 
deo n0 Gia Ve di 


Queste superficie hanno tutte in comune tre rette doppie w' sghembe 
tra loro due a due e incidenti alle due rette sghembe 0°, ’, la conica 0’, 
che s'appoggia alle tre rette w e alla e a ciascuna in un punto, e due punti 
semplici U”, 

Le superficie fondamentali della K nello spazio S sono : 





o, =0,2u,vv0, ; r= 24,0 > P* di 05, 
o =00v00 ; r= 008 P' di 0° 
0, = 0,2, 8P, vw; r,= 01, 2u1, 80, > P' di w; (per îi=1, 2, 3) 


RARA 1) ; 2D nt. o: ont 929,\2 41,23 2D ’ via 
o, =0°,20u,0v,3Pov. ; r,=(0,2u),8'0,3P o P' di è 


0,0 = cu; > U', (per î=1,2). 
Le superficie fondamentali della K nello spazio S sono: 


, 
0). 


I 


0° 3,0, 200 00 0 = 040730 Ve I 
va) ZE 27 Rd , 3 RECRRTEEI MR n INT! iva 
Ti 000, IU OUT 3, 9 0 SOT 


(per,.,é 1} 9) 


: 0‘,0" ,3U' 0° DV ; e =0',0v —P di v 


[I 


w, =0',30 ,0 8 c'=3u' — P di s 


ao 


Ozu 0 —  P; (peri.=1,2) 


11. Quinto tipo di corrispondenza K.,,, — 11 sistema omaloidico £ colle- 
gato alla corrispondenza K., nello spazio S è costituito da superficie 


A gt . Sp 
t, =0°,2u°,18,8P, 





le quali hanno, oltre le rette multiple 0 ,%,,%,, ulteriormente in comune 


FÀ 


Mini e e sn ie rn 2 


PA 


Bice 





119 )( 


una retta r= 2u' lungo la quale le superficie risultano tangenti, (onde conten- 
gono anche una retta s infinitamente prossima alla r) e tre punti P,, P,,P.. 

Il sistema omaloidico 2’ collegato alla K nello spazio S' è costituito dai 
monoidi 


FA PRE o) da-#30 0 , IS ah 
uao 002, 20. °° 38. 


Tali monoidi hanno tutti in comune tre rette doppie «', (i —=1, 2, 3) 
una retta quadrupla o’ le quali tutte concorrono nel punto quintuplo Q'; 
tre intorni s'; che circondano il punto Q’ e sono nei tre piani che la v' de- 
termina con ciascuna delle rette «,; una cubica 0’, gobba avente per corda 
la v' e per secanti semplici le tre rette w'. 

Le superficie fondamentali della K,, nello spazio S sono: 


576 


Il 


= 0, 2u.,rP, vu; ;. r,=0,2Uu,rsP, P' di w, (peri=1,2,3) 


DI 
< 


o, =0°,24,78v08, 


SCI 
Si 


= 0'r!58! o P' di 0°, 
è =0%,2u,r,3Poov  ; r=0%,2u,r°8,3P o P' di v 
i) — , si 
0,4 =0u;— O’; (per î=1,2). 


Alla rete delle superficie 7, = 0°, 24°, »°?,3P, 38, dello spazio Scorri. 
sponde nello spazio S’ la stella di piani avente il centro nel punto fonda- 
mentale fittizio Q', e le tre rette s, = P, r'o' (per î=1,2,8) sono le linee 
fondamentali fittizie dello spazio S alle quali corrispondono nello spazio S' 
i tre intorni 8’, del punto Q'. 


Le superficie fondamentali della K nello spazio S’ sono: 


o, =Q",34,;,0%0,,20',,38 > 0"; (01,= 934 ,00%,,20" > P di 0 

o, =Q",3u';,v°0', vr,s; e = Q'0, oP di r,8 
PITT: 12 PARTIES, n pa , 1.11 / . 

= QQ, 3u'0°0', wu; 3; .00,=3934 003,0, di «, 


{perda #2) 


wu 0 Q'8  P; (per îi=1,2,3). 


12. Corrispondenza birazionale K,,,., — Il sistema omaloidico Y collegato 
alla corrispondenza K,,, nello spazio S è costituito da superficie 


t,=0°,2u°,r,2P,0g, 


le quali hanno ulteriormente in comune una retta r incidente alla o due 


TESA SITR MIT LIT PRIORI REI RARE PORTO NOTARE, 


punti P, un punto O e l’ intorno q che circonda il punto O nel piano tan- 
gente comune t a tutte le superficie 7,. 
Leni 


Il sistema omaloidico E’ collegato alla corrispondenza K nello spazio S' 
è costituito da superficie 


era 13 4 90 11,12 è 
pd, = 0,0%, 2u°,0°,20°,Qry”, Y%,) 


aventi tutte in comune una conica semplice o’, e una conica doppia e/, 
aventi un sol punto in comune, due rette triple « ed una retta quadrupla 
o' le quali concorrono nel punto quintuplo Q' e s’appoggiano alle coniche a 
ciascuna in un punto; i piani tangenti 7 = Q',2u', p,= Q'o/w', (per i=1, 2) 
nel punto Q'; sicchè gl’intorni 2’, y",,y°, circondano il punto Q' e sono nei 
tre piani t', p‘,. 

Le superficie fondamentali della K nello spazio S'sono : 


4) 


I 


CUMPARI OR = pelo DI SIT 
d, =0°,2u,r0qgve, ; r,=0',2u',Ogr->P' di e, 


2 


p,° =0,2u,P.Ogqgow, ; n, =0',2u°,rP,0g — P' di vw, (per i=1,2) 





r, =o0°,2u,r,2P,0-0'; +,=0°,2u*,1°,2P,0g > P' di 00° 


e = 0U; O’, (per i=1 , 2). 


Alla rete delle superficie 7, = 0°, 2u°,r,2P,0O°x,2y, dello spazio S 
corrisponde nello spazio S' la stella di piani avente il centro nel punto fon- 
damentale fittizio Q' è le rette x = 0', 2u' e le coniche y,° = OP,0', 2u', 7! 
sono le linee fittizie omologhe rispettivamente agli intorni x’, y'; del punto Q'. 

Le superficie fondamentali della K,,, nello spazio S' sono: 


LS de / 12 Fap D) Nara VEE ZO 14 070 , 2 , : 
wi, =@,,24;,0*,20",Q°,2y0 0°; 0= 0,0% 7 24 , 0%, 20 55PEtdio 


Va , 12 20! 134! / ei de] , 1(Y! . 
O) O 50, 2U?;;.0°0Q"2" , 2Y o U; ja = 03€) 20 700, > Pidita 


a Me" 
(per 1132) 
IRCLA TIE) 0 22202 , ET E ve 
o, = 0/0, Qu ,0°Q?,2y or; rr =0,00 SP di 7 
o, =0’QY,  P, (per è=1,2); 


il cono yV,= @e,, 20,0 0g ; rr =:Q'e, > P di q. 





È 
È 








ba 
LI 
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13. Secondo tipo di corrispondenza K,,,. — Le superficie del sistema moa- 
loidico Y collegato alla corrispondenza K.,;j nello spazio S sono: ‘ 


tu) 


n, = 0°, 2u°,r,2P,2%, 


le quali cioè hanno tutte in comune, oltre la retta o e le due rette «, una 
retta » sghemba con la o e incidente alle due rette u, due punti P e i 
piani tangenti ©,, ©, in tali punti a tutte le superficie 7,, sicchè i due in- 
torni » sono nei piani anzidetti, 


Il sistema omaloidico E’ è costituito da superficie 


e —.78 *0, "2 73 9290! 4 pig , 
pron 0 e ZO RIE a IV 4) 


le quali‘ cioè sono superficie del settimo ordine aventi tutte in comune una 
retta tripla 0’, dne rette doppie « sghembe tra loro e incidenti alla o’ nei 
punti quadrupli Q', (per i—=1,2), ed una cubica gobba tripla 0°, la quale 
passa per Q',, Q’, e s'appoggia ulteriormente in un punto alle ww. 
Inoltre le superficie 4’, hanno in comune gl intorni @,,y%,%% (per 
t=1,2)i quali cireondano i due punti Q' e sono rispettivamente nei 
piani t,= 0u';, p,=w;t;, 0;= 0"; (per éî = 1,2) essendo le # le due tan- 
= . . . , x S xt , 
genti nei due punti Q' alla curva 0%, 
Le superficie fondamentali della K nello spazio S, sono le 


0 = 0,2, rPicow';; e =0;2u',rP;h > P' di vu; (per i=1,2) 
gui" 0172, 2P pol; n= 0; 2° ,2P, 2h P' di o 

h 7 la TÀ L , 
eee 2° 2; = 034,00, 2P, 2h P di 05 


0 = du 04 (per i= 1,2). 


Alla rete dello spazio S formata dalla superficie 


t, = 0%, 20”, #P*,Ph; (per d,j =1,2) 


corrispon'le nello spazio S' la stella di piani avente il centro nel punto fon- 
damentale fittizio Q/, (per i = 1,2), e le rette x,= P,,2u!,y,= P,rio! e le 
coniche 2,0 = 04, 2u',2P, A; (per i,j= 1,2) sono le linee fittizie omologhe 
rispettivamente degl’intorni «x, ,y/';,2" (per i=1,2) dei punti Q dello 
spazio S'. 

In tale spazio le superficie fondamentali sono : 


/ , r 12 , 12 le , tÀ PIL SOTA , Ps 14 ‘ / Pf: 

o ,=0'2U,0"”,,20',2Q?,,2Y,22' 003 0,= 20,0°,0°,,3 20°>P di 0 
7 3 I / / / 210! I: 

ug, 20 },0,0%;, 20”, 2x2 WU 3 0, = 0,24 0,0, P di 


(persi = 1,2) 
, , , td ‘ , te Al nta , 14 d i D) 
wi 24’, 0°,,20',2Y or; 0 = 24,0%, P di? 


d', = QR.0'.0'u', Pi, hl, ;r=Q0', P di dh, (per i=1,2). 


14. Corrispondenza birazionale K.,,. — Il sistema omaloidico X è costituito 
da superficie 
m,=0°,2u°,2U,0g9,, 


. 


| 
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le quali hanno ulteriormente in comune, oltre la 0 e le due rette v, due 
punti semplici U,, U,, un punto O e i due intorni 9g, gq, cdi tale punto, dei 
quali intorni il primo q è nel piano tangente comune © in O alle. dette 
superficie. - 

Il sistema omaloidico E’ collegato alla corrispondenza K., nello spazio 
S’ è costituito da superficie 


METTA TP) 12 , aiar 12 
pi = Vee ,07 3 207 erede 


le quali cioè hanno tutte in comune una retta quintupla v' e due rette triple 
u concorrenti nel punto Q', oltre agl intorni +", 7°, 8°, 22" di tale punto. 

L’intorno »° è nel piano w = Q',27’,t, Pintorno r’, sussegue ad °, 
mentre gli altri intorni s', 22" eircondano il punto Q' e sono il primo nel 
piano p = Q'#'v' e gli altri due nei piani 0°, = Q/u/,v' (per î = 1,2) essendo #' 
la tangente in Q' alla curva 0‘, Tale curva è gobba e di genere uno, passa 
per il punto Q' ed ha per corda la v' e per secanti sempliei le w'. 

"Le superficie fondamentali della K nelio spazio S sono: 


tc 2 2 / ° nt 4 T No: (IG, 
è, =.0%, QU O°qggo.0 |} Pa 0 44055 QUE AI 


= 0,20, Un; ; r=049'9'0,2u”, Un P' di wi (peri=1,2) 


È 0h i pi bi Idea Mei e 
wo ='0°;20, Og, 0.3 Or, = 0°, 2 PT 


0,9 = ou; > U'; (per î=1,2). 


Alla rete delle superficie x, = 0°, 24°, 2U,0°9, dello spazio S. corri- 
sponde nello spazio S' la stella di piani avente il centro nel punto fonda. 
mentale fittizio Q'; le rette r = O, 2u',s = 0q°% e le due coniche 


2,0 = Og'U;0',,2u' (peri=1,2) 


sono le linee fondamentali fittizie dello spazio S che hanno per omologhe 
nello spazio S' la prima gl’intorni r',",, la seconda l’intorno s’ e le ultime 
i due intorni doppi 2‘; (per î =1,2) del punto Q'*. 

Le superficie fondamentali dello spazio S' sono : 


o,=0;Qri UU; (per i=1,2); 

. LA I Ii 12 pe. . 

il cono ‘w', = Q"0°,2u, 0/0 0,94,)%;r=Q'0, > Pridi 4 

o, =0°,20 ,0,,2U°, Q°8 722 00, = VU RO 
VM) ESSI 12 19 , , VII. LÀ SEE 2 2 î 

wi, = 24°, 0,U,Qr1,,22 5 u; ; = 0, 2u, 0 UU Pidida, 


(persi. 1.72) 


All’intorno spaziale del punto O corrisponde nello spazio S' l’intorno +° 
e all’ intorno spaziale del punto Q' corrisponde nello spazio S | intorno 9. 
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SOPRA LA DETERMINAZIONE DI UN CERTO MINIMO 
NOTA 


DI 


74 FILIPPO SIBIRANI (a Trieste) 


In un mio lavoro (') è enunciata, senza dimostrazione, la seguente pro- 
posizione : 


Sia 


(1) A, At At + At A- it dat + n= 0 


umequazione lineare non omogenea in n variabili reali in cui i coefficienti sono 


reali. Per ogni sistema (x, ,%,,...,%n) di numeri che soddisfano la (1), sia p 
il massimo dei valori assoluti di x,,&,,...,%n Il minimo dell insieme dei 
numeri p è il minimo fra i valori assoluti delle soluzioni delle gr equazioni 
im e che si ottengono da (1) ponendo ‘x, — E (i-1,2,...,n).. 

Poichè mi è stato osservato da un eminente Analista che merita conto 
di dare la dimostrazione della proposizione, la presento qui. 


2. Interpretando , , x, ,...,2, come coordinate cartesiane di un punto 


“in uno spazio S,, l'equazione (1) rappresenta un iperpiano non passante per 


l’origine. 

Consideriamo gli insiemi parziali I, di punti dell’iperpiano (1) ove @, ha 
valore assoluto non minore dei valori assoluti delle altre coordinate. 

I, si compone, in generale, di due parti 1’, 1", nell’una delle quali è 
x > 0, nell’altra x, < 0; diciamo in generale, perchè può “larsi che ne esista 
una sola. 

Gli insiemi I,(h —=1,2,...,w) ricompongono l’iperpiano (1), nel quale 
però varietà ad un numero di dimensioni minore di n — 1 sono comuni a 
più insiemi. 


(') F. Sibirani, Sulla rappresentazione approssimata di una funzione continua di va- 
riabile reale 0 complessa per combinazioni lineari di assegnate funzioni. Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, Tomo XXXIV. 
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Se per ogni I, si determina il minimo valore assoluto di x, e lo si in- 
dica con p,, il minimo da noi cercato sarà il minimo fra gli n numeri p, , 
Pa 3 IP ld: Pan 

Se si osserva che i due iperpiani x, = , x, = —%&; tagliano l’ iper- 
piano (1) secondo iperpiani ad n —2 dimensioni S",_,, S®,_,, che sepa- 
rano sull’ iperpiano stesso (1) i punti in cui è |x,| >|x,;| da quelli in cui è 
le] <|e;|, si vede che il contorno di I, su (1) è formato di pezzi di S®,_,, 
SPE (îì=1,2,...,n edi vertici di I, sono i punti di (1) per cu 
| = |] = 

Dalla (1) si ricava #, quale funzione lineare di 2, , 23} 03 Lay g Cat 943 








= |] = n= [2a : 


funzione crescente o decrescente nelle direzioni degli assi di queste n — 1 
coordinate. 

Il minimo di |x,| in I, è evilentemente o il minimo della funzione , 
in I’, o il valore assoluto del massimo in I°,, minimo o massimo che per 
le proprietà dette della funzione x, cade in un vertice del contorno di I,. 
Ma codesti vertici sono i vertiei di tutti gli I,, onde i numeri p, sono tutti 
uguali. 

Ne consegue che il minimo da noi cercato è il minimò fra i numeri po- 
sitivi che dànno il valore assoluto delle coordinate dei punti dell’iperpiano 
(1) dotati di coordinate uguali in valore assoluto. H teorema è così dimostrato. 

Le soluzioni delle 2” equazioni che si ottengono da (1) ponendo a=+É 
(i —=1,2,...,n) sono contenute nella formula 


_—_ Int 


TA e a 





ove e; rappresenta cn 1. Il minimo valore assoluto di questéè soluzioni è ma- 
nifestamente dato da 


|G,4,| 
|, | 2 i |4, roi: HI 14; 








e- _e_—_ 


( 


Di 
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UN’ INVOLUZIONE D'ORDINE DUE DELL $, 
APPARTENENTE ALLA VARIETÀ CUBICA GENERALE 
DEL L/$, 

NOTA 


DI 


VIRGIL SNYDER (a lthaca, New York)* 


1. Introduzione. Le involuzioni d’ordine 2 che esistono su una retta S, 
o su un piano S, possono essere rappresentate mediante nna corrispondenza 
(2,1) fra i punti dell’S dato, e d’un altro S' ausiliario dello stesso numero 
di dimensioni. Questo problema è stato risoluto completamente (!). 

Il problema, corrispondente dell’S, è ancora lontano da una risoluzione. 

Un numero considerevole di casi particolari è stato considerato da di- 
versi scrittori, in particolare dal Prof. D. Montesano di Napoli: un 
primo passo è stato fatto verso una rappresentazione sistematica delle in- 
voluzioni razionali per mezzo della corrispondenza (2 , 1) (*); questa include 
tutti i casi razionali precedentemente noti, e anche molti nuovi, ma fino ad 
ora non si sa se tutte le involuzioni d’ordine dne dell’S, possono rappresen- 
tarsi nello stesso modo o no (5). 

La seguente Nota concerne un’involuzione dell’S, 
spondonza (2,1) fra i punti dell’S, e i punti d’una varietà cubica generale 
V dell’S,. Incidentalmente, forse, può contribuire un poco allo studio della 
questione della razionalità della V. 


definita da una corri- 


(*) Auspices Heckscher Foundation, Cornell University. 

(4) E. Bertini, Ricerche sulle trasformazioni univoche involutorie nel piano. Annali di 
Matematica pura ed applicata; serie IT, vol. VIII (1877) pp. 244-286. 

(2) F. R. Sharpe and V. Snyder, Certain types of involutorial space transformations. 
Transaetions American Matllematical Society, vol. 20 (1919), pp. 185-20?; vol. 21 (1920), 
pp. 52-78. 

(3) E probabile che siano irrazionali i tipi considerati da D. Montesano nelle Me- 
morie: Su le trasformazioni involutorie dello spazio nelle quali ai piani corrispondono superficie 
di ordine n-con una retta (n-2)-pla. Rendiconti della Accademia Reale dei Lincei, serie (4), 
vol. V (1889), pp. 125-130 e Su alcuni gruppi chiusi di trasformazioni involutorie nel piano e 
nello spazio. Atti dell’Istituto Veneto, serie (6), vol. VI (1888), pp. 1425-1444. 
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2. La varietà cubica V. La sezione fatta da uno spazio tangente nel 
punto P della V è una superficie cubica dotata da un punto doppio in P, 
e sei rette che passano per P. Ne segue che vi sono oc? rette sulla V, di 
cui sei passano per ciascun punto. i 

Sia r una retta della V; sia inoltre (y) = (4, ;Y3 3%: :%;:%;) un punto 
generico della V. La sezione fatta sulla V dal piano r(y) è composta di r e 
d’una conica, che incontra la » nei due punti Z,., Z,. i 

Si possono associare al punto y le due rette yz, , y2,, tangenti alla V nei' 
punti di r. Reciprocamente, data una tangente alla V nel punto Z della r, 
essa individua un punto y, la sua sezione residua colla V. In questo modo 
è stabilito una corrispondenza (1,2) fra i punti della V e le sue tangenti 
nei punti della retta r (4). 

Se adesso i punti della r sono associati proiettivamente coi piani x d’un 
fascio d’uno spazio S,, e la stella delle tangenti in un punto Z di r è asso- 
ciata proiettivamente coi punti del piano 7(Z) del fascio, ne segue una cor- 
rispondenza (1,2) fra i punti della V e i punti del S,. 

Le coppie di punti coniugati del S, definiscono un’involuzione I, le cui 
proprietà vogliamo cercare. 

3. La retta r speciale. Fra le co? rette della V, ve ne sono co' he 
hanno la proprietà che ogni spazio tangente per una di esse è uno spazio 
bitangente (?). 

Questi spazi tangenti formano un fascio lineare e i punti Z,, Z, sono. 
gli stessi per tutti i piani per r in uno spazio tangente fisso. Se si prende 
per r una retta speciale nella suddetta rappresentazione allo spazio tangente 
corrispondono due piani 7(Z,), 7(Z,) del fascio, coniugati nell’I. Ci sono due 
spazi i cui punti Z coincidono, e la sezione fatta sulla V da ciascuna di 
questi ha un punto biplanare. La superficie L di diramazione sulla V consta 
di queste due superficie cubiche, e la superficie di punti coincidenti K 
dell’S, consta dei due piani doppi dell'involuzione del fascio. 


4. Sia r la retta speciale a, = 0, @,==0, x, = 0. Possiamo prendere per 
l'equazione della V la forma seguente : 


(1) V=a,e, + ae, + ax, + ba, + e=0, 


(4) Questa corrispondenza u trovata, per la prima volta, da M. Noether ma non 
fu pubblicata. Altri modi di rappresentare una corrispondenza simile sono stati trovati da 
F. Enriques, Sulle irrazionalità da cui può farsi dipendere la risoluzione di un’equazione 
algebrica f(®yz) = 0, con funzioni razionali di due parametri. Mathematische Annalen, vol. 49 
(1897), pp. 1-23 e da G. Marletta, Da una classe di forme dell’S, ognuna rappresentabile 
nelle coppie di un’'involuzione dell’S,. Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie 5, 
vol. 271 (1918), pp. 371-374. 

(?) F. Enriques, Sugli spazi pluritangenti delle varietà cubiche generali appartenenti 
allo spazio a 4 dimensioni, Giornale di Matematiche, vol. 31 (1893), pp. 31-35. 
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s è’ attesa int se] bg A SRIAR E. 
In eat a'=ar 4a, 1a, ,b=be,+ bo, + db, 0=0#,+ 0, + c, dove 
sono 4, , bd; , c; forme binari d’ordine i in Di Vi 

Le equazioni del piano r(y) dell’S, sono 


(2) i as «Sa Pa eo ia ; 
Y Ya Y3 
e le coordinate (0,0,0,2,,2;) dei punti Z sono le radiei dell’ equazione 
quadratica 
(3) y,?, s5 YU, 0. 


Lo spazio tangente s,(2) ha equazione 
(4) we, + ag, = 0 


e la retta Zy è definita dalle equazioni 








bdo i ERETTA, 
Y, Y, Ys Us TY, 
5. Lo spazio ausiliario. Poniamo 
Si 0, 9 SY 9 8 MY SY Y 
[DI pp IEEE 9 fe È ‘a pe 9 I’ 
SY, 9 SY, SY SY Yz 


dov'è (8°) il punto coniugato al (s) nell’involuzione FP; (2,2) e (2,2) sono 
le radici dell'equazione (1), e Vequazione 


(6) se, =0 


definisce il tascio 7 di piani dello spazio S, = (s). 
Otteniamo immediatamente 


8°, = 88,88, +84 + s,B)=s,M,, 


(ARES = 4 2 2 
(7) a = MS. i se ae ge 88, 1 I°, 
Ma / dia 4 g° a? 
areas M, Bb =) 
, x I ‘ 4 a 2 
siepe Arcpea BD) 0 — Mi 0 a 708391 d- 68: 


La trasformazione involutoria I è monoidale d’ordine 6; Vimmagine del 
punto 0 —=(0,0,0,0)) è la superficie monoidale M,=0. Ogni punto del 
piano ss = 0 resta fisso, ad eccezione delle rette s, = 0, d, —= 0 di cui ogni 
punto ha per immagine nell’I la retta stessa. 

L’intersezione fissa delle superficie (7) consta di queste due rette, la 
prima contata per 15, le altre semplici, e d’una curva €e,, d’ordine 13, con O 


per punto triplo, e di genere 11. Essa giace sul cono K,, definita da 





(8) B°s*°, — A°s°,= 8,80, 
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ottenuto eliminando s, fra M, —=0, M—=0. La superficie jacobiana del si- 
stema (7) cousta di M.K,, 

Una retta generale ha per coniugata una curva piana -e, d’ordine 6, 
sezione di M, e d’un piano per O. Ogni piano del fascio (x, ,,) è trasfor- 
mato in sè stesso. In un tal piano il fascio di rette per O resta fisso, le 
rette si cambiano secondo l’omologia armonica s', = — 8, 

Siano P, P' una coppia di panti coniugati nell’I. La retta PP’ incontra 
la retta s, =0,s8, —=0, e la suv curva coniuzata in I giace nel piano OPP: 
essa è la sezione del piano OPP’ e della M,. 

Il piano resta fisso, e l’involuzione nel piano è del tipo di Jonquiè- 
res, non prospettiva. I punti fondamentali semplici sono i 10 punti del 
piano OPP' sulla curva e,,, fuori di O. Essa può essere ridotta all’omografia 
armonica, ma non razionalmente per tutti i piani del fascio (s, , s)). L’invo- 
luzione piana è della classe due. 

Ogni retta dello spazio che-contiene una eoppia di punti eoniugati ne 
contiene due, 


6. Le coniche del sistema r(y). L'immagine in S, della conica di V, sezione 
col piano (2) consta delle due rette del piano s,Y, — 8sy=0 definite da 
sg, 8&= 0,88, —88,= 0; queste rette s'incontrano in O e sono coniu- 
gate nell’I. Il fascio di rette in un piano fisso 8,2, — 8, = 0 corrispondono 
su V alle coniche per r d’una stessa superficie cubica. 1 

Se la conica si spezza, l’immagine in $S, consta d’ una retta in 7(Z) e 
d’un punto del piano 7(Z’), anche d’una retta del piano x(Z) e d’un punto 
di 7(Z). Il luogo delle rette è appunto il cono K,, e il luogo del punto è la 
curva €, La curva e il cono sono in conseguenza coniugati nell’involuzione I. 


7. Altre forme numerose, analoghe alla (7) si possono trovare mediante 


trasformazioni lineari delle coordinate (y) sulla V, e colla scelta appropriata 


della (6). In questo modo è possibile ottenere le involuzioni 1 di tutti gli 
ordini fra 6 e 15, ma fra loro, Vuna data sopra è la più semplice. 


8. Si può generalizzare questo .metodo senz’altro per rappresentare la 
varietà d’ordine » 


Bo = Gr; + An -3L30,%, at WE fgl, nt ba 0; “i bia + di, == 0 


allo spazio S, mediante la stessa corrispondenza (1,2), dove sono dj 0; 
forme d’ordine i delle x, ,, e 2%, 0‘, sono forme d’ordine è nelle @,, 4, } &,. 
Si può prendere b;(0,0,1,0,0)=0 senza restrizione. 

La varietà considerata da Marletta è compresa come caso particolare 
in questa V,. Nell’involuzione I deli’$S, le superficie coniugate ai piani dello 
spazio sono d’ordine (n — 1)?! + n— 1. 


Napoli, maggio 1922 
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RICERCHE SULLE FORME BINARIE 


AVENTI ZERO LE 6°, LE 8°, O LE 2?” SPINTE SU SÈ STESSE 


NOTA 
DELLA 


Dott. ANNA ROCCO (a Napoli) 


Il Klein dimostrò [Math. Ann. t. IX (1876), pp. 183-208] che le tre 
forme del tetraedro, dell’ottaedro e dell’icosaedro, di 4° di 6° e di 12° ordine, 
hanno nulla la 4* spinta su sè stesse. Indi Wedekind (Studien in Binà- 
ren Wertgebiet, Habilitationschrift, Carlsruhe, 1876) e Brioschi [Ann. di 
mat. t. VIII (1376) pp. 24-42, 80; Opere Mat. t. II, p. 157] dimostrarono 
che non esistono altre forme, oltre le dette, aventi zero ) (f,f)!, e Brio - 
schi considerò anche le forme di ottavo grado di cui le quarte spinte su 
Sè stesse coincidono con le forme medesime |Compt. Rend. de l’ Ac. de Paris, 
t. 96 (1883) pp. 1639-1692; Opere Mat. t. V p. 41]. 

Ora io mi sono proposto (seguendo i suggerimenti e le indicazioni di 
cui mi è stato largo il mio maestro Prof. Ernesto Pascal) di esaminare 
il caso delle forme binarie aventi eguale a zero la sesta spinta su sè stesse, 
e, seguendo le considerazioni del trattato di Gordamn (Invariantentheorie, 


| Leipzig, 1887, v. II, 204 e seg.) ho ottenuto risultati, alcuni dei quali ricor- 


dano assai da vicino quelli che si trovano per le suddette forme poliedriche, 
mentre alcuni altri se ne discostano in modo deciso, quale per es. il risultato 
riguardante la limitazione dell'ordine di una forma binaria, quando le radici 
devono essere tutte semplici. 

Essendomi messa per questa via, non ho trovato grandi difficoltà ad 
estendere alcuni dei risultati ottenuti per le binarie, nelle quali RA A 
al caso di quelle in cui (f,f)}} =0, e anche (f,f)}" = 0. 

Lo scopo di questo mio lavoro è di esporre i risultati da me ottenuti 
su questo argomento, che rappresenta in certo modo un’egstensione di quello 
delle forme poliedriche, argomento su cui si potrebbe ancora continuare ad 
indagare, in varie, direzioni. 


CAPITOLO I. 
FORME SODDISFACENTI ALLA CONDIZIONE (f,f)° == 0. 


$1. Relazioni tra i coefficienti della forma f, che discendono da (f ,f)° = 0. 


L'identità (7 ,,f} =0 ci dà una serie di relazioni tra i coefficienti della 
forma f, che si devono studiare per riconoscere le proprietà di detta forma f. 


VOL, LXI, 17 


)( 130 )( 


n e 
a's=f=0" A (100 Wo ke ny” 


Uieczapoa?. 
Ricordando la formola per l'operazione di spinta, l'identità (f,f)° = 0 si 
muta nell’altra: 


(ab ° > i 4 ° (tan "ata bip che (b,0,)* — 0. 


\.w 


Poichè questa identità vale per ogni valore di «, i coefficienti delle sin- 
gole potenze di una variabile, per es. di x,, debbono annullarsi identica- 
mente. 

Se consideriamo in questo sviluppo il coefficiente di x,° dove pertanto 
p=A-+%, ovvero y=p —.À, si ha: 


0= Das, d", — 6a,d8a,b, 4 1504 d'a p°, — 1008,0°,a8d,) 
A 
n_-6\{(n--6 
TE | À iena tg i 


OVVero : 
n—6\{n—-6 
(1) o=Y( ) ee [nto ate 001 ppt +15014,0p At 10014,09-x 4a] 
di 


dove le somme sono da estendersi a tutti i valori di À, per i quali i coef- 
ficienti binomiali hanno ancora significato. 

Essendo 2n — 12 l’ordine della spinta (f,7)", ne derivano tutte le rela- 
zioni a cui devono soddisfare i coefficienti di f =a", ponendo successivamente 
nella (1) p_:0,1,2,..03 2h — 12. 

Queste relazioni sono dunque in numero di 2n — 11, 


$ 2. Forme evidenti per le quali (37) = 


Se consideriamo una forma f= @”, che abbia una radice di multiplicità 
n, on—1, 0n-—-2 potremo serivere ordinatamente : 


Bi ; SJ : f=ete, ele 


avendo, nel primo caso, trasportato il punto radice nel punto zero, nel se- 
condo caso, il punto di multiplicità n — 1 nel punto zero e il secondo punto 


po 
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nel punto infinito, e nel terzo caso, il punto di multiplicità n—2 nel punto zero 
e gli altri due punti rispettivamente nel punto infinito e nel punto unità. 
Per la prima forma si ha: 


Per la seconda e la terza ordinatamente : 


Co ='1 


Il 
] 
Î 
I 
Il 


GC, == 1 Ò Guia ent olii; c'e 250 


‘ valori che soddisfano le 2n — 11 relazioni del paragrafo precedente; perciò 


le forme in considerazione sono forme evidenti per le quali (f,f)} = 0. 


$ 3. Forme con radici multiple. 


Supponiamo che la forma f presenti una radice y-pla; almeno però una 
radice tripla. 

Con un’opportuna trasformazione potremo sempre fare in modo che, nella f 
in esame, scompaiano i primi y coefficienti, e considerare la f sotto forma 
normale, per cui 


oe 00 per: >2. 


Dimostreremo che nel caso in cui la forma deve soddisfare alla condi- 
zione (f,f) =0, tutti gli altri coefficienti 


Cy , Cv4, o. (o'0è. “eu, di L'e Cn-y , COn-3 


si devono anche annullare. 


Basterà far vedere che con le due ipotesi 


A) Tali 


B) e 


et To] 0 


1 

è anche c, — 0, in modo che per induzione si arrivi a c,-, = 0. 
Supponiamo che sia cy, + 0; allora in ognuna delle 2n — 11 relazioni in 

cui compare c*, sola, deve essere il suo coefficiente numerico nullo. Ma si 

può dimostrare che tale coefficiente è diverso da zero, epperò l'ipotesi e,0 

è falsa, 
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Infatti sostituiamo nella (1) 2y — 6 al posto di p; avremo: 


n—_6 n_-6 
(2) =D ) Età CR RES ON 
\ 


dove. il sommatorio va esteso, al solito, a tutti i valori di X per i quali i 
coefficienti binomiali hanno ancora significato : 

Nelle prime n—-5 relazioni deve considerarsi ) variabile da 0 a 2n—6; 
nelle rimanenti n — 6 relazioni, ) deve variare da. 2y—n a n— 6. 

Si noti che poichè nella (1) era p variabile da 0 a 2a — 12, nella (2) 
sarà y variabile da 3 ad n — 3, onde risulta evidente la restrizione fatta che 
la f abbia almeno una radice tripla, e che nelle due ipotesi A) e B) siano 
nulli i coefficienti, solo fino a €,.-,-. 

In ognuno dei termini della (2) la somma degli indici dei coefficienti è 
uguale a 2y, perciò se uno dei fattori d’un termine qualunque possiede un 
indice che sia maggiore di y, necessariamente l’altro fattore e avrà un indice 
minore di y; perciò per l’ ipotesi B) resteranno solo i termini con ce’, e la 
relazione (2) diventa : 


n_6\/(n—-6 n—-6\/n--6 n—6\/n—-6 n_—-6\]} a __ 

(ZI) Aaa 

Poichè abbiamo supposto e, + 0, dovrebbe essere zero il primo fattore, 
Questo invece per 


(3) m=zn— 6 e vai 4 6 


diventa 


È Mi 


—60(m+1(m+-2)m+35 ( sar 3) 


-— (A41)A4-2)A43)A+4)(X +5)A+-6)” 


ANS 


e in generale non si annulla. 
Per dimostrare la (4) osserviamo che: 


(IT ta) 
9) Gata) (a) 


(stata) ata) 
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Sommiamo la prima della a), con }a seconda moltiplicata per —5 e con 
la terza moltiplicata per 10, avremo : 


ROEE A AEE 
z res meo DIA n A 


10(m4-1) | m Il m ) 
AFAFI+2/\1+3 




















Così pure : 























m m m m ; 
| À i) Tana —4(m-|-2) m m 
OEIA+6), —(A+224-5) aan sin 1 ts) 
3 m m m m 
An Meta co —2(m-+2) m m 
(A-42)A55) © (A3)A4-4) aio e RI 


Sommiamo la 1* delle 2) moltiplicata per — 5, con la seconda moltipli- 
cata per 10, avremo: 


9 sa I | m )+ Di m I m ì 
A+) /+5) AEYAEA-1/ +4 
_10(m+1 m \{m 

n le 


m\{m m m 
ati) (RG) bitalata) bai 


A-+2(A-4+5) si \A-+4) 














QPDO+6) 7 043049) 


—60(m4-1)(m+2)(m4-3) — m, 
ERICET) (A+2)(A+3)A-+4)(A+-5)( ao] va 


E facendo quindi m =n--6., \=yv— 6, si ha finalmente : 


RI III I 


—60(1-ATNAD( e) 


“vv 1I(v—-2)v—-3)Xv—4)(v—-5) 


La frazione che compare al secondo membro di (5) è sempre diversa da 
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zero se n > 5, come avevamo implicitamente supposto; la (5) non ha signi. 
ficato se 


Vip : n_-3,Nn_-4,n_- 5. 
Esamineremo a parte questi casi nei paragrafi seguenti, 
$ 4. Ricerca dei casi y—=3 , 4 , 5. 


Se y ha il valore 3, poichè la quantità ) non può superare il valore 


zero, la (2) diventa: 
DT, SO \{ RES 
TR e 

onde è anche c, = 0. 


Se vy ha il valore 4, nella (2) \ potrà assumere solo i valori 0, 1, 2 
onde il coefficiente numerico di e’, diventa : } 


È: ea ls O+15("> (EA 


e si può annullare solo se n —=3 o n= 6; nel primo caso il coefficiente €, 
non esiste nella forma e poi, nelle nostre considerazioni, abbiamo implicita- 
mente ammesso che n non sia inferiore a 6; nel secondo caso il coefficiente c, 
diventa il coefficiente c,_, che non avevamo affermato si dovesse annullare. 

Se y ha il valore 5, A potrà assumere solo i valori 0, 1,2,3,4, 
e la (2) diventa: 


eo eee) 


=|- 01—3)(0-4)(n—6)(n—7)| è 


9 
VA 


gt 





5 


Il coefficiente di c°, può annullarsi solo per n=3 , 4, 6,7 mentre 
nelle nostre considerazioni è n diverso da 3 e da 4 e per n—=6 , 7 ce, è 
uguale ordinatamente a c,-, , € 


n_2° 
Dunque si è provato che anche nei casi estremi y=3, 4, 5 è e,e,=0,=0 
ciò che non poteva vedersi direttamente dalla (5). 


$ 5. Ricerca dei casi y_=nT—-5_,n_-4,n—T—-3. 
Se y ha il valore n — 5, si ha: 


n_-6 nT_6 
o=Y( ) Ea) [remore 60xptmra + 


cel DOr+y0n-9 AT 1 0014009 | 
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in cui ) può assumere solo i valori n —G,n — 7 gnmn_8,n_-9,n-- 10; 


quindi si ha subito : 


_|__afm_6\{(n—6 -{n—6\/n—6 #_-6\|, 
o=| be 0 nsr9}Fio(7120)la MAESTIHand | i: 


(n_3)(n_-A4)n—-6)n—--7)|0%,,. 


>| 


=|- 


Per n—=6, 7 si ha rispettivamente yv=n — {=1,v=n—5=2, casi 
che abbiamo esclusi, essendo y > 2. Sicchè il coefficiente di Cn-;; Nelle no- 


=? 


stre. considerazioni, non si annulla mai, ed è c,_, 
Se y ha il valore n — 4 la (2) diventa: 


n_-6 n—-6 
| , e) (Ort G0 pts + 


È 
ra brar a 100x 0 


in cui )X può assumere solo i valorin — 6, n — 7, — 8; onde la relazione 


precedente diventa : 


na n—6\fma—6\}% fn_6\{w—-6\| 3: 05 5 
o=l1 o(r_e)(n_8)- 1 reca 2) ian gM_B)n—6)c gii: 


x 


Per n=6 è yen—4=2, sicchè possiamo concludere che è anche c,-, = 0. 
Se finalmente y ha il valore n — 3, si vedrebbe facilmente che la solita 


relazione si riduce a 


0= — 10e° onde pr =S 1} 


n=-3 


Restano, dunque, solo i coefficienti Ch--9 r Cn-1y n Che possono anche non 


annullarsi, e la f si riduce a 


id a Pasta DI 


rei 


n 4 2 dn, 
| Jenna x T ® ChE y0) + 0,0; | = È 





dove #) è una forma quadratica; quindi f è una delle forme considerate nel 
$ 2, che ammette cioè per lo meno un fattore di multiplicità n—2. 


Possiamo dunque concludere: 
Non esistono forme oltre le evidenti che abbiano radici di moltiplicità mag 


giore di 2 e che soddisfino alla sesta spinta (f ,f)° nulla, 
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$ 6. Forme con qualche radice doppia. 


Se una forma ha una radice doppia, si può sempre in essa supporre 
e, = e, = 0 trasportando il punto doppio nel punto all’ 00; indi con una 
nuova trasformazione a = £, , x, = af, + fé, scegliendo a e f opportuna. 
mente, si può fare in modo che anche il coefficiente c, vada a zero. 

_ Ora supponiamo ancora che siano zero i coefficienti €, , €... ty, 
mostriamo che anche c, = 0, tranne per alcuni particolari valori di n. 


Ricordiamo che : 


e di- 


n_-6\/nT_-6 
| I VAC) [Cnoprty 60x41 00-r pet 501 pan 10004%p ta | SO 


e facciamo in modo che la somma degli indici di due coefficienti atcoppiati 
sia eguale a y-|- 3; scegliamo cioè 


p=v— 4: 


n_-6\/nT_-6 È 
X Vf [osa dos pinirt 1B6,1s0x10x tra] 0- 


Per l’ipotesi fatta questa relazione si riduce all’altra, dopo aver diviso 


per c, che è diverso da zero: 


l'a AT] 

Se proviamo che il coefficiente di c, è diverso da zero avremo provato 
che, è cc = 0. 

Si osservi che poichè p varia da 0 a 2n—12, y varierà da 4 a 2n—8; 
sicchè se 2n — 8= n, ossia se n=8 si sarà provato che tutti i coefticienti 
della forma, tranne c,, sono eguali a zero e la forma quindi è una delle 
forme evidenti per le quali (f,f)f = 0. 

Il coefficiente di c, diventa successivamente eguale a 


n—_6\|/n—-6 u—6\n—-y (AV) (7g 1) a 
icell'a PA ist na 


n_6 

liuto) d ‘ 

“Trias (n 6) 7)(v—4)(v—5)-12(n—6)n—Mv_-4)+ cr 
+30(n—v-1)(n—y)j= 




















ne) 
"na CT v°(n°--n)—v21n°—81n+-60)-(98n°—578n4-840)|, 
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Essendo n= 8 il coefficiente di y®? è sempre positivo, il coefficiente di Y 
è sempre negativo perchè la quantità 21n° — 81m +4 60 = 3n(7n — 27) + 60 
è positiva; il termine noto (considerando variabile solo y) è positivo essendo 
98n° — 578n 4- 840 — 2n(49n — 289) + 840 >0. 

Allora il limite superiore dei valori di y, in funzione di n, che rendono 
nullo il coefficiente di c, è: 


- 


21n° —81Ln + 60 60 60 
aa a LA AEOAE +21 -—=22——. 
nn n n 


Dunque per qualsiasi valore di n e per y= 22 il coefficiente di c, non 
si annulla mai, i 
D’altra parte, il coefficiente ora detto può scriversi anche così: 








(ati 5) 
si [n°(y?-- 21v4-98)--n(y*—81y+578)+(—60v+-840)]. 


(0) 50) 


Le radici di y—21y4+-98—0 sono y=7 e y==14; le radici di y—81y4+-578—0 


8144249 
sono —== 





, onde nell’intervallo 16 — 21, escluso l’estremo inferiore, è 


o _ Blyt 578200, 


mentre nello stesso intervallo — 60y + 840 è negativo. 

Quindi il limite- superiore dei valori di » che possono rendere il coeffi- 
ciente di ec, zero è: 1-+ 3 SI 99 <?, essendo 60yv—-849<7(Y*—21y+98). 

Ma abbiamo supposto n < 8, dunque non resta che considerare i valori 
di y=6,7,...,16 e vedere se per questi valori vi è qualche valore di n 
che possa annullare l’espressione (6). 

Con calcoli elementarissimi si trova che tale espressione è annullata solo 
peo 10,v = 9ed n= 10. 

Tratteremo perciò a parte i casi particolari: n = 6, 7,10, mentre pos- 
siamo asserire fin da ora che: 

Forme con radici doppie e con la sesta spinta nalla di ordine diverso da 
6, 7, 10 non ve ne sono. 


$ 7. Forme con radici doppie e di ordine 6, 7, 10. 


Se n= 6, fatta sempre la trasformazione per cui e, = ec, = <= 0, lin 
variante (f,f) —=0 si riduce a 


c,0, == 0, 


YoL. LX1, i 18 
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1 

Se 0 è f= aa} + Bre, + 10°,); cioè la forma è una di quelle 

già studiate. 
>. î a v. v » nd a R4 / 

Se è, = 0 è invece f= (2,0%, + BET. +10) | 

Per n= 7 i tre coefficienti del covariante (Y ,f)} = 0 danno le relazioni : 


DS = . 2) ILS 
RAS) , Cu 0 È 36,61 e, =0. 


Analogamente escludiamo il caso in cui c, = 0 che ci porterebbe egual. 
mente alle forme già studiate, epperò è: cc = e, = =0. Sicche la f è del 
tipo : 


ECZO 5 5 
Sa (10°, 4 Ba°,). 
Se n —=10 si hanno analogamente le relazioni : 
e. DAT des (= 2 3 - da 
co,e==:0.5 00 00 de, 1056 a UA 


— 140c,6,-+ 1260, =0 , Bee, 3g, =0 , 3c,0,+ 420,6, — 356,=0 


Det, — Foe, |a =0 et, = 600, + 1066, — 1004-90 


e supposto c, + 0 si ricava subito : 


Lal 


Perciò f è del tipo: 


f= (108, + Bat + ride; + do) 


dove d;f e 7 sono legate dalla relazione 840] = f?. 
Dunque le forme con radici doppié e con la sesta spinta su sè stesse 
nulla sono: 


f= (ad; + Bad, + 104) 3° Fade Pe 


F= (dk, + Batet + eo, + da*;): 


$ 8. Forme con radici semplici. 


Nelle forme che ora considereremo, supporremo sempre di aver fatta la 
trasformazione per cui e, =*c,=0 e ,=1 È 


In tal caso, per n = 6, i coefficienti dovranno soddisfare alla sola rela- 
zione : | 


30, + 5e,=0 


a" 4 
“9 
[a 


| 
)( 139 Y 


onde 


Fe, + 20,0%, | Bat, + 10,04, + dA) 


dove 
== 408) 


n= 7. — Le relazioni sono: 


34 50, =0 , ag+oe,=0 , 0,4 150, — 1068, =0 


da cui: 
o, ="10, + 2dc°,. 


2 — ) 
c Qi II, 


Perciò una forma di ordine 7 ridotta a forma normale avrà per coeffi 


cienti : 
dr Altenani Gino Ta Sd. 
1,c,=0, 6, arbitrario, c, arbitrario, = — 3°8) 


“Zina dint pi 2 
Go 030, } == 100°, | 2504, 
n= 8. — Le relazioni cui devono soddisfare i coefficienti sono : 
O PIAZI ii RILEELO 
IO 0, og 0, — STO, 200°, — 


+ 90,0, — be, =0 , 66,6, — 156,6, + 100, = 0. 


Dalle prime quattro si ha: 


hoy] 851, 25% 

fa ari ige Di a rg asega 
2, 
03011 


e per la 5° relazione : 
c.(b108, + 5c, + 18c°,) = 0 
— ble de 
che è soddisfatta solo per c, = 0 o per cì, — cescula 


Nel 1° caso i coefficienti della forma sono 


CI 


o he —® POSE de 
= 1 a06,= On —0.40,, arbitrario. Q, 


25 


Gai Ol Co i N at coi 0, 
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Nel 2° caso 





E ; — 5lc%, + 5c, 
o-= pena 0 arbitrario , e = + NGABET:, — 
Z4blc* + 5e, 85 125 
aio D aa pa]f ate 18 ’ =" 36 I 
2 — ble,+4- bo ì 
Rai, i Me) 3 3, 
resa 18 
n= 9.— Si hanno le relazioni \ 


6c, + 100, =0 , 5c, +4 bee, =0, 3c, — 196,6, +. 156, =0, 
3c, 4- 626,6, — 360,c=0, ec, — 20,6, 4 190, - 150, = 
Bee, — 90,6, 4 bee, = 0 } 0,6, — 60,6, + 156,6, — 106, = 0. 


Dalle prime 5 relazioni si ha: 


5 95 2 
(7) nato va GET ila ea ’ os 
185 
og at 90: 


Sostituendo questi valori nelle due ultime relazioni si hanno le altre : 
(8) 64c°.c 4 2708,=0.,, 640,4 27c°,0°,=0. 

Se c, = 0 per le (8) è anche c,—0 e viceversa, ma se c, e c, sono zero 
per le (7) è anche c,=e=e,=60=60,=0 e la forma è una di quelle già 


studiate; supponiamo perciò c, e c, diversi da zero. Divideremo perciò le 
due relazioni (8) rispettivamente per c, e c°, e si avrà un’ unica relazione: 


640°, + 27, =0, 


da cui 


e’, == —g70» 


Si ha dunque un sol coefficiente arbitrario e tutti gli altri dipendenti 


da esso. 


n= 10. — Devono essere verificate le relazioni : 


6c, +-100,=0 , 5c,4-5c,e,=0 , 1006, — 42c,c, + 350, =0, 
35c,c, — 21c,6, = 0 , 10c, + 206,0, + 1406,0, — 1260, = 0, 
co — 156,6, + 350,0, — 216,6, = 0 , 106,0, — 426,6, +- 356, =0, 


° Ap Pe ig rod 3: DA 2 ECT 
Cota — 5030, + 9x0, — be, =0 , cuo, — 66,6 | 156,6, — 100,=0, 


10 
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Dalle prime tre relazioni si ricava : 


5 7 
dg ALA TE ee 
0g a e Men = 304 


Per questi valori e per c, e c, qualunque, la quarta relazione è identi- 
camente verificata, mentre le due seguenti ci danno : 


245 
ec, = 4904, + 210,0, » Co = 156,6, + "ga ch, + 21069,0,. 


Per questi valori dei coefficienti, e e, e c, arbitrari, la terzultima rela- 
zione resta verificata, mentre le ultime due danno: 


4 la enne 
bito , e 0. 
Supposto c, = 0 i coefticienti della forma f sono : 


noi L00700. 0, arbitrario, è, =.0 , g=0, 


fi 245 
ES 2 e 7 U passà paste 3 
“ent 3% 39; arbitrario , pia n C°,. 


Se invece è oge=pi coefficienti diventano : 


sha che di te) Ha di n 7 
so al, = 0, 0, arbitrario , o, =0 ,&=_- 30%; 


3 = 43 DA i i cela 4 ca 
oo0. e =— 70, » Gy arbitrario , c,—=490, , cg= 150,6, 


«n=11.— Le relazioni sono: 
faro 000, Doo 0, o —- 290,0 | 240, =0 
ci 266,6, + 1666, =0 , 4c, + 206,6, + 566,6, — 560. =0 
190, — 1450,6, + 440c,e, — 2800,6,= 0 , 0,, — 256,0, + 200,0, + 
+ b6e,c,— 56c,=0 , c,0 4 106,6, — 26c,c, + 1606, = 0 
sone oo 20,0 + 230,0, —200°, = 0, o,,0, — 50,05 + 


+ 96,0, — bce, =0 , c,,0, — 60,0, + 156,6, — 100, =.0. 


Dalle prime sette relazioni si ricava: 








5, NEAR IA va gi 
OE -—- 3039 GET 0343 ani ap aa Cala 
cl 20810 8800 
dpr dr ae Tae ee, + 133 e’, 
47675 e “ 
CF TRAT 53 c, + c.c 204 


i" e 9 de e 3° ia "Ci 
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Sostituendo questi valori nelle relazioni seguenti la ottava e la nona 
danno rispettivamente : 


. 


13340, + 6750, =0 , 27132065, — 1073110%,c°, — 174960c', = 0. 


Ricavando e, dalla prima e sostituendo nella seconda si ha c,=0, quindi 
anche c, = 0 e la forma si riduce ai tipi noti. 

Dunque: Una forma di ordine 11 a radici tutte semplici non può avere 
la sesta spinta su sè stessa nulla. 

Poichè il numero delle relazioni che legano i coefficienti d’ una forma 
avente 1 (f,/) =0, aumentano coll’ aumentare dell’ ordine della forma si 
prevede che forme con radici semplici e soddisfacenti alla condizione di avere 
la sesta spinta su sè stessa nulla, di ordine superiore a 11, non ve ne siano. 
Bisognerebbe però cercarne la dimostrazione. 


CAPITOLO II. 
LE FORME PER CUI (f,f)} =0. 


$ 1. Relazioni tra i coefficienti di tali forme. 


Al solito sia: 


n n 
- if 2 (00 page Ante n a a n-2 n 
FC k lea do + (oe dii o 
e simbolicamente 
pat IRR NINA DI A A nekak 
Vedi con Co= ala 


Si ha: 
(f s7R = (ab)? Sa O O I — 0. 


Eguagliando a zero il coefficiente di «°,, dove p =\H+- i, si ha: 


DI p_—i 


ti 


n—-8\{/n—8 > 
PERI 878 al A; 9 6 76 —2 p2 R 5 5 3 h8 
o=82( I (a5 0°, —-8a" 0,1, +-28a°,0°,a° 6°, 564° b°,4*b®, + 
i Pai pi g4 A NS) f n-PH8f p_X 
+3hat bi at bt a 7-AbAA, 


Eseguendo le moltiplicazioni e passando ai coefficienti effettivi : 


.[n--8\{(n—-8 
1) => ) I SD) [oxopatar 8014100 4741-28014200 MT 


_56014300-xty1-35014, 094 
(ei 
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dove le somme sono da estendersi, al solito, a tutti i valori in X, per i quali 
i coefficienti binomiali hanno significato, e cioè: Nelle prime n —7 relazioni 
deve considerarsi ) variabile da 0 a p e nelle rimanenti n—-8 relazioni, X deve 
variare da p—n-|+8an_—- 8. ° 

Dunque la (1) ci dà per pe 0,1...2n — 16, le 2n — 15 relazioni alle 
quali devono soddisfare i coefficienti di f = a", perchè sia (f ,f}=0. 


$ 2. Forme evidenti per le quali (f,,f)} = 0. 


Se f ha una radice di multiplicità n, o n — 1, o n—2, 0 n—-3 può 
sempre mettersi, ordinatamente, sotto le seguenti forme : 


È SES, ani, MESSI nd N-En2 
Piro, ’ f=%, Xda ’ JP %; % | 2, Ly 
8 x 3 n n-3 Ul 2 mn2 n\, MAI i 
flor + (lt (nari taa 
La 


Per le prime tre forme basta osservare che essendo nella (1) la quantità 
p—À sempre positiva, ciascun termine di essa ha per fattore un coefficiente 
della f con indice maggiore di 3, onde per le dette tre forme è (f,f)—=0. 

Per la 4* forma si osservi che il valore: di ), sempre nella (1), non può 
superare il valore n — 8, onde nel primo termine il coefficiente e) potrà avere 
al più l’indice eguale ad n — $; nel secondo termine il coefficiente cy, potrà 
avere al più l’indice eguale ad n -— 7....; nell’ultimo termine il coefficiente 
04, potrà avere al più l’indice eguale ad n—4; ed essendo e=0,=0,...=0n-,=0 
le 2n — 15 relazioni, rappresentate dalla (1), sono verificate, qualunque siano 
i valori degli altri coefficienti di f. 

Sicchè si conclude che: Se f ha una radice di multiplicità n, n-1,n—-2, 
n—3 sarà per essa certamente (ff) = 0. 


$ 3. Forme a radici multiple. 


Supponiamo che f abbia una radice di multiplicità y, almeno però una 
radice quadrupla; potremo perciò supporre in f 


dI 


= 0,000 0 yy = 0 pery34. 

Nell'ipotesi dell’ottava spinta (/;/) =0 mostreremo che anche i coef- 
ficienti c,, C+, ---0,-, SONO nulli, di modo che la forma Y si riduce ad una 
forma che ha per lo meno una radice di multiplicità » —3; mostreremo 


perciò che per le due ipotesi: 
(fifa. 0 ; Poe RA gn II 


è anche c,=0, in modo che per induzione sì giunga a c,_,=0 (si noti, come 
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nel precedente capitolo, che il massimo valore di y è n — 4, ed è il valore , 


corrispondente a p—= 2% — 16). 
Sostituiamo nella (1), 2v— 8 al posto di p, in modo che la somma degli 
indici di due coefficienti che compaiono in ciascun termine sia 2y: 


n_-8 n_-8 
S( À e Lextow-r—80x4,Cvr-y1-2801490v AT i 


56 yer t-350 4 tv] 
__|{n_8\{n_-8 n—-8\{(n—-8 n_-8\{(n_-8 .(n—-S\{(n—-8 
[8 AA) ANTANI 


sfide 


Se riusciamo a provare che il coefficiente di c°, è diverso da zero, avremo - 


provato che ce, è zero; in altre parole avremo provato che se una forma bi- 
naria ha una radice quadrupla, se cioè in f è e =, =0,=6,= 0, la rela. 
zione per p = 0:ci!dà ‘e, =:0;: per p=1;c,=0..+ per pe=:2%=- 10,060 
e la f si riduce ad una delle forme evidenti per le quali (f,f) = 0, forme 
considerate nel precedente paragrafo. 

Poniamo per il momento n — $=m e y=X+ 8; il coefficiente di e, 
diventa : 


O (IATA TA 


Con procedimento analogo a quello tenuto nel Cap. I, si dimostra facil- 
mente che la espressione (2) si muta nell’altra 


udine A(m-1)(m-+-2)m+-3)m+-4)( Dea 


O41)A+2A4+3A+4(A+-5)A+-6)(A4+-7)(4-8) | 


E facendo quindi n =n —8, \=y— 8: 
n—8\/n—8 n—8\/n—8 n—8\/n—8 n—-8\{/n—8 n_—8\? 
(8) Sn) a) AI 


15-15-4(n—4)(n--5)(n—6)(nt_7) (For ra) 


vv--1)v=2)(v=3)\v—4)y=5)v—6)(v=7) 


iii 
iii 


La frazione ora scritta è sempre diversa da zero, essendo n>T7, epperò 
‘perde significato se y—= 4, 5, 6, 7; così pure il primo membro dell’ ultima 


n 
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eguaglianza, perde significato se y= n — 4, n — 5, n — 6, n — 7. (Si ricordi 
che si è supposto n — 3 >y > 83). 


$ 4. Ricerca dei casi y—= 4, 5, 6, 7. 


Se y ha il valore 4, la relazione : 


2Y-8 
n_8 n—_$8 
(3) 0 DI Ù Pr e E 
‘apt +-3504, 0] 
diventa : 


35e, =0 onde vi—,0° 


Se y ha il valore 5, la (3) diventa : 
[7(m — 8)(n — 4)) e =0 onde Gi 0 


giacchè per n —=8 è c,—=c,-,; coefficiente che non avevano affermato fosse 
nullo. 
Se y= 6, la solita relazione ci dà: 


7 Pi pp 
13 (n_—8)(n_9)(n_4)(n_dD)|c = 0. 


Il coefficiente di e’, diventa zero per n —= 8, 9 (essendo n = 8); ma, per 
n—=3èc,—=6,,, prn_8èe=€,-3; quindi possiamo anche qui con- 
cludere che ec, — 0. 


Mesy="T è: 
Er) o (rag o ara ld] 
Ora 


n_8\ n_8\(n—-8\__1(nT—8\{n—-8 
ao(* 9) so( III nn 


n_—8\{(n—-8 n—-8\{(n-8S\_1(n—-$8 n— 8\ EEC 
aa( 7978) Nrc0ni240 
E sommando, il coefficiente di e’, diventa : 


53) M—15n°4-T4n—12). 


Poichè Vequazione 
d(n) = n° — 15n° + Tin — 12 = 


MOL: LXI: 19 


mt Luia 
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può ammettere per radici intere solo i divisori di 12 e (12) 4-0, si deve 
coneludere che il coefficiente di c*°, si annulla solo per n = 8, 9, 10. Ma in 


questi casi è ordinatamente €, = Cn, } Cn 3 ©n-3 Che non volevamo provare. 


si annullassero; dunque, nei limiti impostici, è e, = 0. 


$ 5. Ricerca dei casi y_=nT-7,n_-6,nT- 5, n_-4. 


Si vede facilmente che il coefficiente di c*,-, è identico al coefficiente 
di c°,, e poichè tale coefficiente abbiamo già trovato che si annulla solo per 


n=8, 9, 10, lo stesso avverrà per il coefficiente di c°,__ Ma sen=8, 9, 
10, y=n — 7 diventa successivamente eguale a 1, 2, 3° e noi abRiiag sup- 


posto y > 3. AA, Oa Da 

Il coefficiente di c°,.,, eguale al coefficiente di c°,, si annulla solo per 
n=8, 9 e per questi valori y= n» — 6 diventa ua a 2, 3, valori da noi 
esclusi, onde è c,- =0. 

Il coefficiente di e’, , si annulla solo per n = 8 quando cioè y ha il va- 
lore 3, dunque è c,_,'— 0. 

Dunque: Se f ha una radice di multiplicità 4 si può supporre 6, = 6, = 

=c,= 0, e se l’ottava spinta della forma su sè stessa è nulla, è anche 
= =... ng = Cn_y= 0, mentre possono non annullarsi i coefficienti 


c 
c 


2 


4 
Cn-3 ’ Cn_g , Cn-, b) Cn 
In questo .caso la f si riduce a 


rasi + (5) ads St (i ) n0È 5 FC i 


e cioè è una delle forme evidenti per le quali (f,f)} = 
Sicchè : 
. Non esistono forme, oltre le evidenti, che abbiano radici di multiplicità 
maggiore di 8, e che soddisfino all’(f,f) = 0. 


CAPITOLO III. 
«LE FORME PER CUI (f,f)=0. p 


$ 1. Relazioni tra i coefficienti della forma Y, 
che discendono da (f,f) —=0. 


n | 
f=a",= 60,4 (feat, ne pn ali OCA è: 


l’espressione simbolica della spinta d’ordine 2i di f su sè stessa è data da 


(S, Ho” = (ab)"a 2a, 2 Da pi a ae v( } (* i aaa) br 


x (DL na (DA 





% 
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E per esprimere che (f,f) è zero dobbiamo esprimere che sono zero 
tutti i coefficienti, per es. di 2,; onde indicando con p esponente variabile 
di x,, per p variabile da 0 a 2(n — è) si hanno le 2(n — i) 4-1 relazioni : 


î SLI O a . 
== (ab) BE 3 EE sare 7 E dira — 


ga 075, VR si ti Di a ee 
22 i o,"_| 1 Jet b'tadb |... + 3-( ; eb] Xx 


) n_—2i\(n_2î N—-\-2i n-p+\-gt S 


Passando ai coefficienti effettivi, e ricordando che_.c, = a,"-*a*, : 


n_-2i\(n_-2i 2i 
(1) DI x Îl RO, (04 —( ) Josprtrr sti 


1(2i 
+ ( 1) sl 6 orient] pene 0. 


LA 


Ù 
Queste sono le relazioni a cui devono soddisfare i, coefficienti 6,0, +. Gn 
della f, perchè sia (f,f)' = 0. 
$ 2. Forme evidenti per le quali (f,f) = 0. 


Supponiamo che la forma f=a”, abbia una radice di multiplicità n—i4+1 
o di maultiplicità superiore; si potrà allora supporre che sia per lo meno 





ue = Guy — Gar a 9 


e cioè che la f sia del tipo: 


n ; ; 
oa (, Re ate aa ga Sia gl 45 


Ora poichè nella (1) del paragrafo precedente p — ) non può superare 
n_-2i 
p_à 
termine delle 2(n — i) + 1 relazioni tra i coefficienti di f, contiene un coeffi- 
ciente con indice minore o al più eguale ad » — î, onde le 2(n — è) +1 re- 
lazioni ora indicate, per l’ipotesi fatta, sono tutte verificate, indipendentemente 
dai valori degli altri coefficienti c,_;+, } Cn-;433*%+*3n-, 3 ©ny Perciò: 

Ogni forma che ha una radice di multiplicità n, n—1...n—-i+2,nT—-i+1 
soddisfa sempre alla condizione (ff) = 0: 


il valore a — 2i, a causa del coefficiente binomiale ( ). si ha che ogni 


$ 3. Forme con radici multiple. 


Supponiamo che f abbia una radice v”" almeno però una radice di mol- 

tiplicità i; sarà i. 
(Ace ale et e A 1 

Nell’ipotesi che sia anche (f,f)? =0 mostreremo che oltre ad essere 
eee. O è anche; ci= cp = a = 6, = 0;, mostreremo 
perciò che per le due ipotesi : 

e\2—_ del e = a 
(f3f) A) ’ == Ae, AA. 


è anche c, = 0, per modo che, al solito, per induzione si giunga a c,_;,= 0, 
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Sostituiamo nella (1) del $ 1, 2(yv— è) al posto di p, in modo che la somma 
degli indici dei due coefficienti che compaiono in ciascun termine sia eguale 
a 2y; tale relazione (1) diventa: 


MY, vio} 9i 
"I: 2 I S 2a ame (Fer ata tha Cnr t è 


+31 (fa cu = 
= MM A 
i +5 (i (Ge RA nt È 


Se riusciamo a provare che il coefficiente di c°, è diverso da zero, avremo 
provato che e, = 0; in altre parole avremo provato che se f ha una radice 
di multiplicità #, se cioè:in f è e=0r=.=0-,=0- = CR 
per p= 0 dà c,=0; per p=1,c;,=0... e finalmente per p= 2(n— è) 
dà e,--=0, e la f, in questo caso, è una agio forme evidenti per cui 
(f,f)} =0, considerate nel $ 2 

Con procedimento un po’ più lungo e fastidioso, ma analogo a quello 
tenuto nei precedenti capitoli, si dimostra la relazione : 


(I) E (IRE sl tata ci Mesia, da 
+10 )5 


(1-20))(2—29)(3—24)...(Ci1(—d(Mm+1). ta(3 ro 
GA (+1)A+2MA+3) (422) 2 02 


E facendo in questa m =n — 2î e y=) 4- 2i, il coefficiente di e, di- 
venta eguale a 


(1°-21)(2=29(3 24). (=== at an (I) | 





» yv—2i/\ y—i 
Vvy_—1)(y_2).. (V—2i0+2)(v_2i+1) 
La frazione ora scritta è sempre diversa da zero essendo n = 2i, onde 
è cr = 0, come doveva provarsi. 
Come nei capitoli precedenti, si possono trattare i casi particolari : 
vi, ik+1,...,i—-1) :; v=(n—-è,hT—TiT-1)...(n-2î41) 
sempre AE presente la limitazione : 
1 n_i=yZ2Ìi. 


Ed allora si può affermare : 1 
Non esistono forme oltre le evidenti, che abbiano radici di multiplicità 
maggiore di i —1 e soddisfino alla condizione (f,f) = 0. wi 
i 
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LE CONICHE E LE QUADRICHE IMAGINARIE GENERALI 


NOTA 


DEL 


Dott. GUIDO VETTER (a Praga) - 


I. Parlando delle coniche imaginarie abitualmente non si considera che 
i circoli e le ellissi imaginarie. Anche Ramorino fà così nel suo interes- 
sante articolo sulla storia dell’imaginario nella Geometria (!). 

Nell’anno 1909 (*) mi sono occupato delle coniche imaginarie generali, 
che sono generate dai fasci proiettivi, i cui elementi e centri possono essere 
imaginari. Una tale conica contiene punti imaginari senza contenere i loro 
punti coniugati, che formano una altra conica, la quale possiamo chiamare 
conica coniugata. Due coniche coniugate si tagliano in 4 punti tutti reali o 
2 reali e 2 imaginari coniugati o in due coppie di punti imaginari coniugati. 

Nell'articolo suddetto mostrai, che le coniche imaginarie reali si dividono 
in tre categorie: 

1) La conica ha quattro punti e quattro tangenti reali. Un solo triangolo 


x 


polare è reale, mentre negli altri almeno un vertice è imaginario tale, che il 
suo punto imaginario coniugato non è un vertice dello stesso triangolo. Il trian- 
golo polare reale è il triangolo diagonale del quadrangolo completo e del qua- 
drilutero completo dei punti e tangenti reali. 

2) La conica ha due punti e due tangenti reali ed una coppia di punti 
ed una coppia di tangenti imaginarie coniugate. IL triangolo diagonale comune 
del quadrangolo completo e del quadrilatero completo è il solo triangolo polare, 
che ha due vertici reali e due imaginari coniugati, mentre gli altri triangoli 
polari sono formati nel modo sopradetto. o 

3) La conica ha due coppie di punti imaginari coniugati e due coppie 
di tangenti imaginarie coniugate. Il triangolo diagonale comune del quadrangolo 
completo e del quadrilatero completo è il solo triangolo polare reale, mentre gli 
altri triangoli polari sono formati nel modo sovradetto. 

Nell’ anno 1912 Vince. Jarolimek pubblicò un articolo (*) sulle 


(4) Giorn. di mat. di Battaglini, v. 35, p. 242, 1897, v. 36, p. 317, 1898. 
(2) Il programma della scuola reale czeca a Lipnik, 1909, 
(8) Rospravy, Ceské Akademie, 1912. 


TA AIA VE n° COR TT NR LORO e. AE 
LU « “ 


tit i x e” L /CVRPS, 
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stesse coniche, in cui le divide in specie seconda la realtà degli elementi 
all’infinito e degli assi, senza considerare le qualità notate nel teorema so- 
vradetto. Cinque anni dopo lo stesso illustre geometra dimostrò una parte ‘ 
del teorema sovradetto soltanto per un speciale caso ma senza tener conto 
del triangolo polare, di cui il teorema parla. 

Il teorema che ho dimostrato nell’articolo citato con considerazioni sin- 
tetiche si può anche dimostrare con un semplice calcolo come segue:. 

Sia indicato un numero complesso con lettera maiuscola latina, la sua 
parte reale colla corrispondente lettera minuscola latina ed il coefficiente della 
parte imaginaria colla corrispondente lettera minuscola greca (p. e. Aza+atò). 

L'equazione della conica imaginaria generale è la seguente: 





1313 2323 


(1) A,,0°, + Ag, = Ayl + 2A,30,0%, + 2A,30,% + 2Ay0,0, = 0. 


dove non possono scomparire contemporaneamente tutte le &,,. 
Un punto reale x, della nostra conica deve soddisfare eontemporanea- 
mente alle due equazioni seguenti : 


(2) 2, + agg, + dg, + 20,30,0, + 20,30,0, + 200,0 = 0; 
e 
(3) 0°, + gg, + Agg, 4 22,30,0, | 20,300, + 200,0, = 0. 


Alle stesse equazioni devono soddisfare anche i punti delle coppie ima- 
ginarie coniugate. Tutti questi punti sono dunque i punti d’ intersezione 
delle coniche (2) e (3) e perciò è dimostrato il nostro teorema nella sua parte 
che riguarda i punti. Il triangolo polare comune alle coniche (2) e (8) lo 
chiameremo il triangolo caratteristico. Il sistema delle coordinate si può tra- 


sformare così, che l'equazione della nostra conica prende la forma seguente: 
2 VA DI dl 
(4) B,,& 4 dr 2H,3%,%, + Ba 2 cr Bay Soda 0 
dove sussiste l'uguaglianza 


(5) D, Pao = Das, cioè b, = kB, è PB, = kB, ;- 


Il vertice x, = x, = 0 del triangolo polare ed il suo lato x, =0 sono 
il polo e la polare della nostra conica e dunque anche il vertice ed il lato 
del triangolo caratteristico. La realtà degli altri due vertici di questo trian- 
golo dipende dalla realtà della radice 


e, ja o 
6 ‘ IR i fida [LA 
() Vi Vogt 








# 


RARE DE Re eni PRA, PIA PR lb* de €: “e "e e gii se po sa Tale i n DI ni 
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Se questa radice è reale e quindi il triangolo caratteristico è reale, tra- 
formiamo lequazione (4) nella forma 


(7) O,,@,4 Cl tA3=0, 


dove il triangolo fondamentale del sistema delle coordinate è il triangolo 
caratteristico. 

I punti d’ intersezione delle coniche (2) e (3), trasformate nel nostro 
sistema di coordinate, sono i seguenti : 

2 . n) ® / 2 — la) . . An, A, 
(8) vago, =(- lia) Tao 1 (0, l22 — l22 fu)» 

dove , @ , hanno segni diversi, se i punti devono essere reali, e in altro P 
caso tali punti sono imaginari coniugati, 

Se passiamo per dualità ai sistemi di' coordinate lineari y;, dalla equa- 
zione (4) abbiamo la seguente : 
































(9) Div Det Da Ya 0, 
dove 
1 Bia i È Bio D (ii Dia ) Pa Li B,, 
"E OQPERA PORRO. ; mn tua, 1a vi > 1 i” 
m-- bip 17 m+- pi m-+ bip bl m-+ ni 
D 1 B,, , D B,, ; B,, 3 Bo 
SER gi] + "Th 
; ’ apt 
È dunque 
1 CRISI MEM 
d,,= me pe (Dm n Pagbi) > dyg AT PARE DO i Bb) ’ . 


Ì 


"i 1 
do = Lo TARSIA pale ea miL (BM + dtt). 


E per l’equazione (5) si ha: 
Vee __q/b,m+ B,t HE 
dii bm + Pt k 


i i 
d, dg n: d,,Ò,; = mi | pè [(Dyo90-+-B,att)(B, m0-{-d, 10) — (0, M+4-B, (Bay +-d,t1)] =D. 











(0) 


La realtà del triangolo caratteristico dipende similmente come prima 
ig i rt n 
della realtà della radice V x? che è la stessa come la realtà di) X, perciò 


è dimostrata la parte 2) del nostro teorema. 
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Se la radice sovradetta è reale, trasformiamo l equazione della nostra 
conica nella forma 








(10) E,,y°, "i E,,y”, St vi "= 0, 
dove 
1 1 
TOI i RO C | 
e perciò. 7 
Cia —_ Ti 


e 


DR) 
Gi fr (RE) diri pe 
Citta Cit Ta 


x 


Allora, similmente come nella equazione (8) è: 


(11) ù, : 58 : v°, =(— €,,) €, — (6, — 0,8,) = 


(Ta) 1 Tar? (Calo — Costiga 


dalla qual relazione seguono le parti del teorema, che riguardano le tangenti. 

Esiste un solo triangolo polare della conica imaginaria generale, i cui 
vertici sono tutti reali od è uno reale e due imaginari coniugati. Le polari, 
che formano i suoi lati, hanno per equazione: 


3 
(12) Si (A,,2, + Ai, + Ax) = 0 (a, essendo il polo). 


il 
Moltiplicandola per il fattore 1-+ Xi tale, che scompaiano i termini ‘ 


(c;, + ai )Z, > (d;o + \A;3)Zg Lt (2, + \d;3)2; 


risulta zero il determinante |2,, + X4,|. Questa eguaglianza dà una equazione 
di terzo grado, avente 3 radici, caratterizzanti tre vertici del sovradetto unico 
triangolo polare. SE È 

I casi speciali dove le coniche (2) e (3) si toccano, sono contenuti nel 
teorema generale opportunamente modificato. 


II. Oltre le sfere ed ellissoidi imaginari ci sono anche altre quadriche 
imaginarie che vogliamo chiamare generali, Di tali superficie trattò Vine. 
Jarolimek nel III vol. della sua Opera «Zakladové geometrie polohy v 
rovine a v prostoru » (Elementi della geometria di posizione nel piano e nel 
spazio), Praga, 1914. L’illustre geometra czeco distingue queste superficie se- 
condo la realtà degli assi. Ma più caratteristica è la distinzione secondo la 
realtà di una certa curva del 4° ordine, della quale parla anche Jaroli- 
mek, e d’un tetraedro polare, che chiamo caratteristico. 


153 )( 


La superficie imaginaria generale contiene ‘punti imaginari senza conte- 
nere in generale i suoi punti coniugati. Dunque appartengono questi punti 
coniugati ad una altra superficie che chiameremo la superficie coniugata. Am- 
bedue le superficie coniugate di 2° grado si tagliano in una curva di 4° or- 
dine e sono inviluppate da una superficie di 4* classe. Ambedue queste figure 
sono o reali o tutti i loro elementi formano coppie coniugate. I 4 vertici 
del loro tetraedro polare comune, cioè del tetraedro caratteristico sovradetto, 
sono formati da 4 punti reali o da 2 punti reali e da una coppia dei punti 
imaginari coniugati o da due di tali coppie. 

Dunque due lati opposti di quel tetraedro sono sempre reali, e gli altri 
o reali o imaginari. 

Queste considerazioni sì possono spiegare con un semplice calcolo. 

L’equazione della nostra superficie è la seguente : 


; 4 4 
(1) DI = 0, 
de 


dove i simboli hanno gli stessi significati sopra indicati. 
Il piano polare del polo reale 2, avrà l'equazione seguente : 


. 4 î 
(2) Ddr "pe A, t A,z%3) sia ; uti = 0, 
[ossa | 
» La realtà di questo piano porta, che sia possibile moltiplicare 1’ equa- 
zione del piano polare per un fattore 1-- X? tale, che scompaiano contem- 
poraneamente i termini 


à 


(3) Daan + a) = 0, 


LI 
cioè che sia zero il determinante 
(4) lan + da] = 0, ((k=1,2,3,4) 


Questa equazione è di 4° grado ed ha radici o reali 0 imaginarie coniu- 
gate, da cui dipendono i 4 vertici del tetraedro sovradefinito come tetraedro 
caratteristico. Da ciò segue, che esiste un solo tale tetraedro, i cui vertici 
giacciono sempre su due rette reali. 

Se trasformiamo il sistema delle coordinate in tal modo, che i vertici 


VOL, LXI. l 20 
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del tetraedro fondamentale etano su quelle rette, sarà l'equazione della no- 
stra superficie la seguente : 


(5) B,,£°, + 2B,,0,%, + Beta + B'at' 4 2Batat + But da 


I punti reali, che le appartengono, sono detiniti dalle due equazioni se- 
guenti : 


(6) b,,€°, + 20,,0,%, "a bat, rt b,,t°, 4 20,030, t bt, =0 


(7) B,0°, + 2B,g0,0, + Boe, + Boot, + 20,00, + Bu = 0 


Quei punti formano dunque la curva d’intersezione di queste superficie, 
e di essa trattò Painvin in una Memoria nei Nouvelles Annales (*). Poichè 
il tetraedro polare comune di queste superficie è anche il tetraedro polare 
della nostra superficie appartenente al fascio definito dalle superficie (6) e (7), 
e poichè la sua realtà è la stessa di quella delPunico tetraedro caratteristico, i 
due tetraedri sono i medesimi. Ciò segue anche dell’identità dell’equazione (4) 
e dell’equazione che si ottiene annullando il determinante, col quale Pai n- 
vin definisce il tetraedro polare comune di due superticie di 2° grado. 

Se passiamo dal sistema delle coordinate puntuali alle coOrdenzsa di 
piani Y,, sarà l’equazione della nostra superficie la seguente: 


(8) 0,,Y*, + 20,Y,X, + Og | Og, + 20, O 


dove i coefficienti C,, sono i eorrispondenti sottodeterminanti del determi. 
nante della equazione (5). Per le stesse ragioni di prima è il tetraedro ea- 
ratteristico lo stesso che il tetraedro polare comune delle superficie 


(9) Vi Oral + 20,34, + Colla + Cola + 20gUU + 0,9, = 0 


(10) Tit 21, + Tot +e + 2100 + = 


Tutte le tre superficie (8), (9) e (10) sono inviluppate da una superficie 
sviluppabile di 4* classe reale o formata da elementi imaginari coniugati. 
Painvin ha mostrato, che se due o quattro vertici del tetraedro po- 
lare comune, cioè del nostro tetraedro caratteristico sono imaginari, la curva 
di 4° ordine e la superficie sviluppabile, delle quali parliamo, sono sempre 


(1) Discussion de l’intersection de deux surfaces du second ordre. Nouv. Ann, 1868 e 1869, 


n 
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resli è, come hanno mostrato altri geometri, hatiho un solò famo, rispetti- 
vamente una sola falda. 

Se il tetraedro caratteristico è feale, trasforiniamo le coordinate in inodo 
che questo tetraedro sia il tetraedro fondamentale del sistema. L’equazioni 
(5) e (8) verranno allora trasformate in 


(11) D,X° + DagXh + DaX® + Da, = 0 
e 
1 1 1 1 
12 a e e —— Y° —Y},=0. 
na D,, HE Bot dp hot Do 


La enrva di: 4° grado e la superficie sviluppabile possono in tal caso 
essere reali, con due rami o due falde reali ‘od imaginarie formate di eoppie 
degli elementi coniugati. La loro realtà o imaginarietà dipende da ciò; che certi 
determinanti hanno i segni uguali o diversi, come ha mostrato Painvin. 
Per l’equazione (11) sono questi 

dii 3; da 
As 
dar ’ dr 


I coefticienti dell'equazione (12) sono 


1 I 
DEA a 
dunque i determinanti analoghi sono 
di; ’ i 1 


, 
Ai ° 


dir 3 da (di + da) (Ax + dna) j 





i cui segni sono tutti contrarii ai segni dei determinanti A,,. 

Ma poichè si ha Ax:A, =A4n:4,m, la curva di 4° ordine e la super- 
ficie di 4* classe sono contemporaneamente reali o imaginarie, 

Questi risultati si possono compendiare nel seguente teorema: 

Le superficie imaginarie generali di 2° grado sono distinte in quattro ca- 
tegorie principali : 


1) La superficie ha un solo tetraedro polare reale, mentre in tutti gli 
altri tetraedri polari un vertice almeno è imaginario tale, che il suo imagi- 
nario coniugato non è un vertice del tetraedro stesso. Lu superficie contiene 
poi una curva di 4° ordine reale, formata di due rami ed è inviluppata da una 
superficie reale sviluppabile di 4° classe, avente due falde, 


sN 
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2) La superficie ha un solo tetraedro polare reale, mentre gli altri sono 
formati nel modo sopradetto. La superficie contiene una curva di 4° ordine 
imaginaria ed è inviluppata da una superficie sviluppabile imaginaria di 
4° classe; in ambedue queste figure tutti gli elementi imaginari formano coppie 
coniugate. 


3) La superficie ha un solo tetraedro polare, di cui due vertici sono reali, 
gli altri imaginari coniugati, mentre gli altrì tetraedri polari sono formati nel 
modo sovradetto. La superficie. contiene una curva reale di 4° ordine, formata 
di un sol tratto, ed è inviluppata da una superficie reale sviluppabile di 4° classe, 
avente una sola falda. 


4) La superficie ha un solo tetraedro polare, i cui vertici sono accoppiati — 
in due coppie di punti imaginari conîugati, mentre gli altri tetraedri sono for- 
mati nel modo sovradetto. La superficie contiene una reale curva di 4° ordine 
d’un solo ramo ed è inviluppata da una superficie reale sviluppabile di 4° classe 
d'una sola falda. 


Nei casi speciali, in cui le superficie (6) e (7) si toccano, questo teorema 
è valido opportunamente modificato. 


Praga, maggio 1923. 
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I FONDAMENTI 
DEL CALCOLO ASSOLUTO GENERALIZZATO 


MEMORIA 


DI 


GIUSEPPE VITALI (a Modena) 





Nella presente Memoria io mi propongo di esporre in modo semplice i 
fondamenti di un calcolo assoluto generalizzato quale è suggerito da vari e 
importanti lavori del Ch."° Prof. Ernesto Pascal. 

In questi lavori, i cui risultati furono raccolti dall’ Autore stesso in una 
bella Memoria ('), sono stati trovati degli elementi, come le dedotte (?) e i 
simboli principali (*) che sono fondamentali per questa teoria, e tanto impor- 
tanti, a mio avviso, che si può considerare il Pascal come il migliore 
continuatore dell’opera di Gregorio Rieci-Curbastro. 

È nota l’importanza acquistata, per le applicazioni, dal calcolo assoluto 
ideato da questo illustre matematico dell’ Ateneo Padovano; ma io sono per- 
suaso che anche la generalizzazione che qui si tratta potrà diventare un 
utile strumento di ricerca. i 

Fin qui questa generalizzazione non ha attirato la meritata attenzione 
degli studiosi, ma ciò si deve certamente alla complicazione dei simboli ine- 
vitabile in una prima trattazione di una teoria così generale. 

Io credo però di aver trovato delle notazioni che non parranno troppo 
complicate almeno a chi è abituato a maneggiare il Calcolo assoluto del 
Ricci e eredo, anche solo per questo, di portare un contributo non vano 
alla volgarizzazione del Calcolo assoluto generalizzato. 

In virtù delle notazioni di cui parlo (v. Cap. I), il Calcolo assoluto gene- 
ralizzato procede in molti punti in modo identico al Calcolo assoluto del 
Ricci, che ne è un caso particolare. 


(4) E. Pascal, La teoria delle forme differenziali di qualunque ordine e grado. [Memoria 
della Reale Accademia dei Lincei (anno CCCVII-1910), pp. 1-102]. 

(3) E. Pascal, lc. p. 28 e seguenti. 

(3) E. Pascal, l. c. p. 36 e seguenti, 
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A. rendere più interessante questa trattazione io poi dò qui una dimo- 
strazione del carattere covariantivo delle derivate del Ricci ottenuta in 
modo nuovo applicando i mezzi e i risultati del Calcolo assoluto generaliz- 
zato, dimostrazione che mette meglio di ogni ‘altra in evidenza le ragioni 
intime di questo carattere covariantivo (v. Cap. IV). 

Il principale merito di questa dimostrazione è dovuto al Prof, Pascal, 
il quale ha osservato che i simboli di Christoffel sono particolari sim- 
boli principali della sua teoria, poichè è questo fatto che mi ha guidato nella 
ricerca. 

Nel Calcolo assoluto del Rie ci hanno particolare importanza i sistemi 
covarianti e controvarianti simmetrici, come quelli che più frequentemente si 
incontrano nelle applicazioni. 

Per la stessa ragione vi è da distinguere nel Calcolo assoluto genera- 
lizzato un caso speciale che in un certo senso è un caso di simmetria. 

Questo caso speciale è quello al quale più si avvicinano gli studi del 
Pascal, ma più che un caso particolare è una leggera deformazione del 
Calcolo assoluto generalizzato. 

Io mi soffermo, nel Cap. V, sopra questo caso speciale perchè sembra 
che più facilmente si debba presentare nelle applicazioni. La sua trattazione 
si giova moltissimo di quella del Calcolo assoluto generalizzato e diventa 
anche essa piana e scorrevole. 

Faccio seguire nel Cap. VI un breve cenno di alcune sue possibili ap- 
plicazioni senza però addentrarmi, almeno per ora, nell’argomento. 

Il Calcolo assoluto del Ricci rientra ugualmente bene come caso par- 
ticolare nel Calcolo assoluto generalizzato e nel caso speciale. 

Le notazioni di cui al Cap. I oltre a sostituire nel loro ufficio i simboli 


| x Sete ga del Pascal (‘), ai quali però non sono in generale equivalenti, 
i vat 


servono anche a dare una elegante soluzione del problema del cambiamento 
di variabili nella derivazione d'ordine qualunque. 

Questo problema era già stato affrontato con due importanti lavori (*) 
dal Prof. Ugo Amaldi, ‘il quale ha sostituito i predetti simboli del 


rd alla È l 

Pascal con altri simboli H!' ?’ °” che con quelli del Pascal sono 
Ci 3 kg 33% 

in istretta relazione. Questa relazione è stata poi studiata dal Prof. Giu - 


seppe Usai (°). 


(1) v. E. Pascal, !. c. pag. 17. 

(*) Ugo Amaldi, Sulle derivate successive delle funzioni composte di quante sì vogliono 
variabili. (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. T. XLII (1917) p. 94-115). Forme 
isobariche e cambiamento di variabili. [Giornale di Matematiche di Battaglini. Volume LVI 
(1918) pp. 1-41]. i 

(9) Giuseppe Usai, Relazione fra i simboli del Pascal e i simboli dell Amaldi 
nella teoria delle derivate d’ordine superiore delle funzioni composte. [Giornale di Matematiche 
del Battaglini. Volume LIX (1921), pp. 11-20]. 
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CAPITOLO I. 


GENERALIZZAZIONE DELLE DERIVATE. 
1. Consideriamo un numero intero n > 0, che in tutti i primi 5 capitoli 
del presente lavoro supporremo sempre lo stesso, e, per ogni intero p > 0, 


indichiamo con A, l’insieme dei numeri che, scritti nel sistema (n + 1)f@ 
hanno p— 1 cifre dopo la virgola e per parte intera uno dei numeri 


TRAE I II 


Un numero di A, sarà dunque della forma 


SR) È, — O 
4.) 2! s FERRE TARE È VISI È) 
‘ Fi) Î) 


dove i, è uno dei numeri 


La i 


ed ogni altro 7, è uno dei*enumeri 
0 ’ 1 n) 2 b) . . . b) N, 


I numeri di un qualsiasi A, appartengono tutti ad ogni A, con q >p, 
o, in altri termini, se p<g, il gruppo A, è sottogruppo di A,. 

L’ insieme dei numeri appartenenti a qualche A, lo chiameremo l’ in- 
sieme A. 

Se 


e RI TRITO 


e se è, è l’ultima cifra di s (andando verso destra) che sia diversa da zero, 
diremo che s è di rango h. 

Il rango di s si indicherà con [s]. 

Se s è di rango ’, 8 appartiene a tutti gli A, con p=, non ai pre- 
cedenti, quindi A, 0 Af è il primo A, (cioè PA, con indice più basso) cui 
appartiene s. 

Un gruppo A, contiene tutti e soli i numeri di A di rango < p, ossia 
tutti gli s per cui [s1 <p. 

I numeri s per cui [s] =p costituiscono il gruppo A, — A,-, 

. Se s è un numero di A, indicheremo con s’ il numero che si ottiene 
da s sostituendo lo zero alla sua ultima eifra diversa da zero, e indicheremo 
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con s'” questa sua ultima cifra diversa da zero, così che, se » è il rango 
di s, è 
" la 
. $s a 
, 
s=s' LT. 
(n + 1° 


Se r ed s sono due numeri di A, si diranno corrispondenti le cifre di r 


ed s che occupano il medesimo posto, così che, se 


8Z=I, 9, È Ip 


qualunque sia’ l’intero A le cifre i, e j, sono corrispondenti. 

Se due cifre corrispondenti di. r e di s sono entrambe diverse da zero 
o entrambe zero, diremo che formano una coppia regolare, se invece una di 
esse è zero e l’altra no, diremo che formano una coppia irregolare. 

Se tutte le coppie di cifre corrispondenti di r ed s sono regolari, si 
scriverà i 


To 8. 


Se p e q sono due numeri interi con p<g e se un indice r può assu- 
mere qualunque valore di A per cui 


p<sl]<9, 


diremo che r è di classe (p ; g). Se l'indice r può assumere tutti i valori 


per cui [(r] <q, r è di classe (1 ; g), diremo anche che è di classe g. Se in- 


fine r può assumere tutti i valori per cui [r] = p diremo che r è di classe 
(P_, 00). 

Di una classe (p ; q) il numero p dicesi origine e il numero gq dicesi 
termine. 

2. Siano 


Yi (i sed 230) 
le equazioni di una sostituzione S invertibile, con 


AM Yo 30 03 bi + 0, 


EE LAT DALE II 


e le ya, , &,,-.. +, %,) derivabili in là quanto occorre, 
Le 


0Yy 
dx, 





(0 = Ag i 
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indicano qui, come è d’uso, le derivate parziali prime delle y rispetto alle , 
ma noi attribuiremo un senso a 


0y, 
dx, 





per ogni r e per ogni s di A stabilendo che 


eee [e] 











dYy Oy, 
(1) 0Y, Lo xy xy teo lr] ti [5] 
deg TO 3 
di Yr 
0xy 
DO se_ [r]< [sg]. 





Ogni aa rappresenta così una funzione delle x, , x, , ...,%,che è 
s 


individuata dalla sostituzione S e dai numeri » ed s di A. 
In particolare: se r è uno dei numeri 


sono le cifre di s diverse da zero, è 


dj, >| 0'Y, 
da, da, xi, +... dar, 


(2) ; 


se esiste una coppia irregolare di cifre corrispondenti di r ed s, di cui lo 
zero appartenga ad s, si ha i 


0yY, 
da 





_- DI 
=0; 
8 


se revs, Se 


Iegen Rega cate xl 
sono le cifre non nulle di r, ed 


l, h; L, ’ . . . b) l, 


VOLAILI: 21 


le corrispondenti di s, è 





OY, ÙYn, = 


dx i dx 
1 


$ 
3. Se f è una funzione delle » variabili €, , %,,-.. +3 %n, @ S0 


1 pe 1 


TO 


sono le cifre di s diverse da zero, noi porremo 


dp of 
da, ti: dx; dx] é dupie 0x7 i 
SSA: 2 t 


Queste formule comprendono come caso. particolare le formule (2) del 
$ precedente. 


4. Sia f una funzione delle n variabili @, €, } . +. +. } %, ® Supponiamo 
che per trasformazioni del tipo di S (*) la f si trasformi colla legge di inva- 
rianza, o, in altri termini, se 


VESTE E (€ = Rita 


sono le equazioni della sostituzione S, Ia f considerata come funzione delle « 
si ottenga dalla f considerata come funzione delle y sostituendo material- 
mente a ciascuna y; la sua espressione Y;(,, 2,3 ++ .3 Xn) 

Io dico che per ogni 8 di A, si ha : 




















dx, dimdo 9Ys 9%, 0 
in cui la sommatoria sì intende estesa. a tutti i numeri 6 di A, o anche, poi- 
ra dY, 
chè, per le (1), quando [o] > [s] è Fe = 0, che, si ha 
of Of ds 
(3°) se n} ) 
0x,; 0ys 02) 
[9]}<[8] 


dove la sommatoria si intende estesa a tutti i o per cui [6] < [s]. 


Dim. Intanto per [s] =1 la (3’) è vera, per l’ordinaria regola di deri- 


vazione di funzioni composte. 
Per provare che è vera sempre basta provare che se è vera per‘|s] =# 


(f intero > 0 qualunque), è vera anche per [sl =%4 1. i 





(1) Vedi $ 2. 
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Sia allora [st=/%+ 1 e si sappia che la (34) vale per [s] <%. Per le (1) 
sì ha: 




















of 0Yo' 
A i Yo xy nà Guance E 
of tati 0x:g' 34 [o/]}<%h RE 0Yo' tel o’ yo” 
dn dar AT eo 
a Bed 
ea , 
+ # di 0xs'” 
[o']<% 


e, ponendo nella prima sommatoria dell’ultimo membro 
ol’ 


SER ssh ur pi 


mutando nell’ultima sommatoria la 6’ in 0, e tenendo conto delle (1), si ha: 


Ù _ 9 ds OfY Of ds 
da, 0y, dx, dida I 0Y; dx, 
[o}=k+1 [o]}<%  [o<%H+1 























s 


Dunque la (3’) vale anche quando [s] = +#- 1, e il teorema è dimostrato. 


5. Se 
2 CY, 4 Ye 3 Un) (O=1,2,...,%) 


sono le equazioni di un’altra sostituzione T, si ha subito, come applicazione 
delle (3), 
02, Oz, 0y; 


o di - on (n, 2000 A 











in cui la sommatoria si intende estesa a tutti i o di.A, 0, se si vuole, anche 
ai soli o per cui |o] < [s]. 

To dico che la precedente formula vale per ogni coppia di numeri r ed 8 
di A, ossia che per ogni coppia di numeri r ed 8 di A si ha: 


CÈ 0Y, Me 
= 0Y; 9%, 











(4) 


che sì può anche scrivere 


, de, «tr dè, 0Ys 
it dx, DI dy; dx,” 


M<o<l] 








A dd, 5. . x 0Yg e 
perchè per [r] > [o] è dg =-0'e per [6] >[s] è da, 22 
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Dim. La (4’) vale intanto per'[r]} = [s] = 1. 

Basta dunque provare che se è vera per [r] < % ed [s]< », è vera anche 
per [1 </%-+1 ed [s<k%+1. 

Supponiamo adunque che (4’) valga per [r] <% ed |s]<. 

Allora, se [r] =%+ 1 ed [s] <A, il primo membro di (4°) è zero perchè 
[r] > [Ss], ed il secondo membro è pure zero perchè non ha termini, quindi 
la (4’) è soddisfatta. 

Se r]}=%-+1 ed'[s].=%+-1, allora, per le (1), è 























Oz, _ der dz! . Ozzy 0dyo der” dyo _ 
da, dad dal — DI dad des yo” das 
bI<lo]<[8] [(07]=1 
tO Ozv Ozr'\l| dyo  dyo” 
mx di | 0Yo' (3 se) 3 
l]<o]<8] 
[o”]=1 


e ponendo nell’ultima sommatoria 








3 cl 
na oreTi 
e tenendo conto delle (1) si ha: 
02,0 02, 0Ys 
dg, dy 00g7I 


[o]}=17] 


e quindi la (4°) vale anche per [r] =[s]}=h%+1. 
Sia infine [(r] =» ed []=%+1. È, per le (1), 


9 de, 3 Y Ozw yo 
02, [he das Oyo' das ba 























da, — day _ M<[]<[8] Fazi 
0a s!! 
E 02, 0yo 
ati D dyo' Oy dyo” 2° > de, dxs' 
yo” deg das dyo das” 
[r]<[o"]<[s7] l<[0]<[8] 
[o7]=1 


e ponendo nella prima sommatoria dell’ultimo membro 


cl’ 
o=o' + —_ 


(n+4 1) 


)( 165 \( 


mutando nella ultima sommatoria la o’ in 6 e infine tenendo conto delle (1): 


04, 4° x 02, 0Yg CE Y de, 0Y, x 02, 0Ug 
Fr AI 0Y; 0a, dy, dx, dy; da, 


[o]=[8] []<[9]<[8] l]<{s]}<[8] 




















e quindi la (4’) vale, anche per [r] <% ed [sl] =h%+1. | 
Dunque la (4’) vale per ogni coppia di numeri r ed s di A. 


6. Siano 
®i=0Y, 3 Yo Ya) (Oo =1,2,...,%) 


le equazioni della sostituzione inversa di S e poniamo le x; al posto delle 2, 
nella (4). Abbiamo 











ì OD, Ji dx, dY; 
ue. Bit, smo 0ys 92,” 
o, se si vuole, L 
; dx, PRIA da, 0Yg 
(0) dn, L\ DÒ dys dx, 
l]<Ls]}<[8] 


dove r ed s sono due qualunque numeri di A. 
Io dico che 


(6) 


do, (1°, sor=3 
do, a {20} #01n Er85; 


e quindi che 








0x. 0Y; les serg==# 
Mm pani 


o OY 00) di s@sr==83; 
qualunque siano i numeri r ed s di A. 


Dim. Intanto la (6) vale per [r|]=]|[s]= 1. 

Basta dunque provare che se è vera quando [vr] <A ed [s]}<#%, vale 
anche per [r]} <%+4 1 ed (p<hk+1. 

Sia dunque la (6) vera per [r] <% ed [s]<h. Allora per [r|]= » #- 1 ed 
- = 0, perchè [r] > [s]. 


Per AO è 


[sl <” è 





dx, FR dx, dx, 
da, Ma 0xy xy i 
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Ora, per ipotesi, è 


it gres A 
/ , 
Opal Pa 








ddp Pe. 
xy nr 














e 
CER LE SI 
0xy e E 1) , Sé pa SS Pd 
dunque 
e (SE inno) 
OR FAI) ENT 
Infine per [r]} <% ed [s]=h%R+1 è 
da 
te) ”. 
Or, aa 0Xy — 0 
0%; SE Oxtgi pa” + 
perchè 
dx, d88 ra 
i aa ve = costante. 
s! ’ 


Dunque la (6), e perciò anche la (7), vale per ogni coppia di numeri r 
ed s di A, 


CAPITOLO II. 
I SISTEMI DI PASCAL E DI RICCI. 


1. Sia 


(8) HS 383% 8% 
Tr, : Ya ; 0 0. ùT} 


un sistema di funzioni cogli indici r, di classe (p; ; 4) , p:<@& ; (i=1, 2,1) 
e cogli indici s, di classe (, ; 0) ,u<%; ,(î=1,2z..;4). 

Se, per qualunque cambiamento di variabili, le (8) variano secondo la 
legge 


PERSIA * 05 935 E k 


ti h 
(A e Ho II dYo, I dx; ) 
Uri 3 rt, ; liete ùì, Pio P, : Po Me 53 Pr i 0xr; i i 0Y3; sa 


4 








in cui si intende che la sommatoria è estesa a tutti i p, di classe (p; ; 4) , 
(i—1,2,...9h) e a tutti i 0; classe (up v), (i =1,2,.07,) diremo 
che il sistema (8) è un sistema di Pascal.eovariante d’ordine h e contro- 


Pea ER dr LET e Pg RI BI MM STORE N NI LIA, pi C-j+@ 


- 
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variante d’ordine %, cogli indici di covarianza r, 73, +-+, di classe (p, , 4,); 
(P3; da) (Pr; 41) ® cogli indici di controvarianza #8,,8,,:.-,8 di classe 

| (u, 3 v,) U (U, ; Vo) sce (x } Uz). : 

Le funzioni ehe costituiscono il sistema (8) si chiameranno gli elementi 
del. sistema. 

Quando in seguito diremo che un sistema (8) è un sistema di Pascal 
intenderemo senz’altro che gli indici inferiori sono indici di covarianza e che 
gli indici superiori sono indici di controvarianza. 

Se tutti gli indici di un sistema (8) di Pascal sono di classe 1, il 

| sistema (8) è un sistema covariante d’ ordine & e controvariante d’ ordine X 

«del Calcolo assolato del Ricci e lo diremo un sistema di Ricci. 
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2. Vale il TEOREMA: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè il’ sistema (8) sia un sistema di 
Pa scal è che esista un particolare sistema di variabili (y) tale che, qualunque 
sia un altro sistema di variabili (x), si abbiano le (9). 


POME e 


PT 


Dim. È evidente che la condizione è necessaria. 

Per provare che è sufficiente basterà provare ehe se (8) passando da un 
sistema fisso di variabili (y) ad un altro qualsiasi sistema di variabili (@) si 
trasforma secondo la (9), ciò avviene anche quando si passa da un qualunque 
sistema di variabili (2) ad un qualunque sistema di variabili (@). 

Ora, per ipotesi, si ha 


i 
i 
F 
i 




















8,3893000 Sk ( G,;I9} I h Ne k 
10) HH (@ = Ho (9) (TI dYe; I dYs, ) 
Vi }Ta}eo-Th PO Pij.Pai--- Pr sari dx, o: Yo; 
e per la (4) 
OYpi __ y Oypi 92); 
0xr; o di 02}; 0%r; 
dxsi _ Oxs; Ozu; 
ÒYGi pi Devi 0Ya; 
e, sostituendo in (10), 
8-9 83 8 h h ì ‘6 SE)(e pr REN e 7 
He sa) it II da; II dx8, |Z deo, sly) | 
T,3Ta;-c-Th pai Tai dx, n Ozu; PIO Piz Paie-- Pr 















kh s ale a p h k 
: Oypi \ Ozu; \|__ nu "î) (IT 2IT S| 
(IT dx); i 0Y9; n: Lp ki ; DN 300. da F; 0xr; N 0%; ; 
| 4 1 1 4 
perchè, giusta l’ipotesi, 
Pila Dr 6,309}. h ; k i 
HA = Ho (II UT3 I dz, ) 
hp di Pa pi pyijli Pa i dA; s da; } 
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Dunque il teorema è dimostrato. 
Il teorema ora dimostrato ci dà una facile generazione dei sistemi di 
Pascal. 
Infatti per costruire un sistema (8) di Pascal basta considerare un 
particolare sistema di variabili (y), un sistema di funzioni di queste variabili 


8,3830008 
H (4) 


136) 

e per ogni altro sistema di variabili (x) definire le 
8,38, 

H ( 

rs 


STRLRE 
®) 
ERA 
per mezzo delle (9). 
Si vede così che, scelto comunque un sistema di variabili (y), esiste uno 


ed un sol sistema (8) di Pascal che per questo sistema di variabili diventa 
un sistema di funzioni prefissate di queste variabili. 


3. Se 


è 008% ° Kira 
sie1h PERSI dee 


Hi} 


LCA 


se sso 


sono due sistemi di Pascal, i sistemi 


Mî. $ 8) bi e 00 2% s 9 $ CIO eo 1382 s REC. Sk 
r, $ rt, $ e 00 Ty T, 3 US ; 0 e è Th TT, 3 rt, ; e 00 USS 

Nî s Sy ; CGIO Prata $ 8g $ e ve 8h __ KS 38, s 0 0» Sk x 
ta ; Èt, $ eee ui r, ; To; è è 0 Th r, 3 US 3 CLIO Th 


sono pure, evidentemente, dei sistemi di Pascal, che chiameremo riBpes: 
tivamente somma e differenza dei dati. 


4. Se 
Si 5895 +++ 84 Ì KU: sd; di 
T,}Tg}0 00 A, jd 3 00. Ad 


sono due sistemi di Pascal, anche 


b, VARATO KU 
A 


MS 8238 di 
34, II al tT, 3Tgj00.T7 SEPAREIOTI 


3 
PERI ELA: : 


è, evidentemente, un sistema di Pascal, che chiameremo prodotto dei dati, 
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5. Se (8) è un sistema di Pascal e gli indici r, ed s, sono della stessa 
classe, cioè p,=u, e q=%,, il sistema 


RN ui; 823: -8 
Tistasce.ta e plage of 
pi<lt]}<% 


è un sistema di Pascal. 


Dim. Infatti la (9), quando si ponga r, —s, =? e si sommi rispetto a 
t, dà 








8,38; 008% 6,399}; .:.0%k n h n 
K (0) = H (4) (] | Yo: 0%; Vo, 9%, 
TajYg}e0.-Th A Pi Pai oc: i der; i ÎYoi i da, dYa, i 
2 2 1 


Ma, per la (7), 


dYo, 0x, 5 Laguge: pi = 0, 





e dx,  0Ys, VERS 6 7 
dunque 
Pre; ORA k 
K MO Di Howdg) (KI can.) des, \ _ 
Ya; i 3300 ni Ti Pa; c-- Ph i dor; i dyaif 
2 2 


ARR A Pala 


k 
= K 2 ‘) | 0Yo; I 0x8; ) 
9 Pai Paie-+Ph II dwri |A A, 049, 


La proprietà che abbiamo ora dimostrato costituisce il principio della 
saturazione degli indici. 
Applicandola più volte si ha che, se nel sistema di Pascal gli indici 


Tir Tigr 03 Tia SONO delle stesse classi rispettivamente degli indici 8}, 





Bj 1 8ja) ponendo in (8) 


e ge ti IRR 


Ù di ig Ja 29% Tia Sja la 


e sommando rispetto agli indici t, , t,, . +. , ta, Si ottiene un nuovo si- 


stema di Pascal, che ha tutti gli indici di (8), fuorchè gli indici #;, 
) 


E i) 99) Ben a Sa che sono scomparsi. 
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6. In particolare se u</% e v<k, e 


50,50 je 
E OR RAEE 


sono due sistemi di Pascal cogli indici 

I yrli gio» legni nation A 
delle stesse classi rispettivamente degli indici 

de relazi. Ana di ol 


applicando al loro prodotto il principio della saturazione degli indici, si vede 
che il sistema 


M$15 8250088 — pl tit 84389 8 
TIT pippa RT 


CORRE TELIS ERRE.” 
% t,ztaz 00053 Tati Pte Th 


è un sistema di Pascal e si dirà che è un sistema composto dei dati. 
7. TEOREMA FONDAMENTALE : 
Se (8) è un sistema di funzioni tali che, essendo u e v due interi fissi 


(U<€lh,v<k), qualunque siano v sistemi covarianti ad un indice 


Xs, 9 Xs, FREE Xsy 
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Ù 
ed u sistemi controvarianti ad un indice 


DA ut b) b;4 A , . . . . Xu b 


LI 2 u 
»* 
il sistema 
9 : d v u 
KScHi ; Svt9 5 e 00. $, ad ni $ 8,3 ‘od I 8; Xri 
Tak ; T,4-9 3 CICERO i Dito Tr, ; USE at pisa; i I i ] [ î 
81991000385 1 MEU 


sia un sistema di Pascal, il sistema (8) è pure un sistema di Pascal. 
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Dim. Evidentemente basta dimostrare il teorema per u— 1 e ve=0 è 
per u—=0 e v= 1, perclìè il teorema generale risulterebbe facilmente appli- 
cando ripetutamente questi casi particolari. . 

Sia dunque u=1 e v—=0. 

È per ipotesi 








S13 Sogn 8% G,-3 Oo serena h k 
DISK to) NR in (IT e) das, ) 
VERSA, Report ds Di i ddr; i Ya; }” 
2 Ad 
ma 
RA On ls 
it (9) = Ha) XP (y))= ; 
Pai P33*-- Pa SO PO DIS dedi 


(0) wi D, N 
9, ; 23° DEA r 0Yc 
— ‘a SI 
=D. (Y) X anna 
19? i dr 
Pi Paz. - Pa Sol 


perchè XP: è un controvariante al un indice, quindi, sostituendo in (11), 


CE i 5tT5ag ee, Sk h k 


(12XK ‘la sà, ” () E 1] dYoi I Dr) 
der: .. a da Ai dari, ‘ i Oyoi] 


Ma è anche 





8,3853068 83825 :0-&_, 
(13) K (2) = H (2) X'(@), 
dd r P, Sdi . 
ata fx = ER RACE VT 


dunque, sottraendo membro a membro da (18) la (12), 


Sx . GK h 


AA. he RE Coe VIE k 
0= > H/ (£) SL DI H ( 0Yp; 0x8; x" (0) 
uri Pip P39 A n dx. vu de 

TOSO FZIAE, Pn \ i l; ì 


Ty Pis Paso. i Yo; 








Ma X"i(x) può essere un qualunque sistema di funzioni delle (x), quindi 
dev’essere 


s + Gp h k ® 


rd LR 
Hi 1 do Fi ds ")) | set |( cre] 
ALA 3 De II dxr; A dYc;} ’ 








1) 


e si può concludere che il sistema (8) è un sistema di Pascal. 
Sia ora u==!0:8 0 — 1 
È per ipotesi 








Det 0, Sk 0, 3 0. a CARO Sx h k 
eo et) INESSNTI 
”, 3Ya;e.-Th Fao Piz Pose Pa 4 i dxr; o Ù 0Ys; 


Ma 
O, 3 Ig}... 0, j} 9330 +00, 
K° (M) MM HO x, W= 
1 


Pii Pai ee Ph PiiPaiee- Pa 


Oro, tdi 


0xs 
= DI 1 
DI li 9) i ?) Yo, ” 


PRES EROE a 





perchè X,, è covariante ad un indice, quindi, sostituendo in (11°), 


8, 3} $33 00.8, 


(12) ergo) = 
Vara TI 





A IA 
h k 
—Y Mpa AR (© ( nun )( 0xs; 
sa 4 RO RecWosi 
P,9,81 dat prata 3 e; Uri e. Ya; 
Ma è anche 
i SA Ut ah 
(13)) K 93, Hertha x,(0), 
Sic 35 T,3 Tr; sel 


dunque, sottraendo membro a membro da (13’) la (12°) 


$, $ li Li 0 è Sk 
o=Y |H sei 
S4 


qr,3 Seo 


0,39 +00 


h k 
"a H Ù) (II dYo; I das; ] ani 
SA Pi3Pa;-e- Pr È i 0xr; | ; 0Yc; 8; ( ) 


Ma X, può essere un qualsiasi sistema di funzioni delle (x), quindi de- 


v'essere 














1% 0,5 0,4 e ROL x 
9 6 TTT) 
T,3Tg;ee-Th Pr ePa $ Pa 3 + Da ira dr, Rn dYs:]” 
e si può concludere che il sistema (8) è un sistema di Pascal. 


8. Dal teorema fondamentale consegue subito il seguente 
COROLLARIO: Se il sistema (8) è tale che, per ogni sistema di Pascal 


(14) gliitaicceTu 


. . ’ 
8, 38,5 00+8y 
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il sistema 


SE) I Hi. 3 S53 00. VARIE” 
l'an ecerlu 


TOFONEL ih CASTORO tes BI IO 


8,:89,.1+38v 


sia un sistema di Pascal, il sistema (8) è pure un sistema di Pascal. 
Infatti fra i sistemi di Pascal (14) vi sono tutti i prodotti 


h k . 
ld i i8ì 
1 1 


: FASE spera: tti 
dove gli Xs; sono covarianti qualunque ad un indice e gli X sono contro- 
i i 


varianti pure qualunque ad un indice, 


9. PROBLEMA. Se (8) è un sistema di Pascal, e se 


(15) KS 3 Stage 008% 
Tuty 5 Vupgi ee 


lo è pure, esiste un sistema (14) di Pascal che soddisfi le equazioni 


(16) KSvts 3 Seta} 00088 e RIE ILE 
Tubi 3 Tuta}: T,}Taz0.-Th 8,38,3..08% 


Discussione. Il sistema (16) è un sistema di equazioni lineari nelle in- 
cognite (14), e perchè si possa risolvere è necessario e sufficiente che la ma- 
trice £ dei coefficienti (8) e la matrice £, dei coefficienti (8) e dei termini 
noti (15) abbiano uguale caratteristica. 

Consideriamo un particolare sistema (a) di variabili e supponiamo che 
per ogni sistema di valori di queste variabili (preso nel campo di variabilità 
delle (x)), le matrici £ e £,, abbiano uguale caratteristica w. Allora per tale 
sistema di variabili (x) le (16) ammettono almeno una soluzione. Sia 


MES, 
(14°) Z (®) 
ACI NGSALE 
una di queste soluzioni e sia (14) il sistema di Pascal che per il sistema 
(x) si riduce al sistema (14). 
Il sistema 


Morte topg gi a Figi S23 ea gti 
Thy ; Tg 5 atateth, OI IRC O 
84389; +++8v 
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è, per il principio della saturazione degli indici, un sistema di Pascal 
che per il particolar sistema di variabili (x) diventa 


Sh, 3 Sobg 309% 
(1) 


Ty 3lubgi 0 .Tr 


Dunque per ogni sistema di variabili è 


Micti 3 Sokaf e 008% =g%H MILLE SII 
td . . sl id = . ad . b) 
Y uti s la, que Yy Tit, , c'| uda gresso r) 


e quindi il sistema (14) è una soluzione del sistema di equazioni (16). 


10. Dalle considerazioni precedenti risulta un criferio importante per ré- 
conoscere che un sistema (14) è un sistema di Pascal. : 

Infatti se (8) e (15) sono due sistemi di Pascal, se le matrici Le Q, 
hanno per ciascun sistema di valori di ciascun sistema di variabili caratte- 
ristica uguale al numero delle funzioni (14) e se le (14) soddisfano le equa- 
zioni (16) per ogni sistema di variabili, poichè allora le (14) restano comple- 
tamente individuate dalle equazioni (16) e queste equazioni hanno certamente 
una soluzione che sia un sistema di Pascal, si può concludere che il si- 
stema (14) è un sistema di Pascal. 


CAPITOLO III. 


SISTEMI DI PASCAL CHE SI POSSONO RICAVARE DA UN DATO SISTEMA 
DE PASCAL. 


1. Sia (8) un sistema di Pascal e siano p’, >0 e v’, dei numeri interi, 
soddisfacenti alle limitazioni 


p'i <P: e vv. 


Il sistema 


(17) KS13 823078 


Rea 


cogli indici r, di classe (p'; ; q,) e cogli indici s, di classe (u;, ; v';), tale che 
quando gli indici r, appartengono alla classe (p;; q;) e gli indici s; appartengano 


alla classe (u;, ; v;), sta 


LA n si 
Trota gie STA x, 


e che 
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e per i rimanenti sistemi di valori degli indici sia 


VAR IE 
Dot A. SAI 


T,3loig.. Th 


è un sistema di Pascal. 


Per questo basta osservare che il sistema di Pascal che per un par- 
ticolare sistema (y) di variabili coincide col sistema di fanzioni 


[EN Se 


K (4) 


Tati 


è il sistema (17) stesso, come si vede applicando la legge di formazione dei 


sistemi di Paseal e tenendo conto del fatto che 8 a quando [p;]>{7}] 
Er. > 

8; i 

0Ya; 

Quindi un sistema di Pascal si muta ancora in un sistema di P a - 
seal se si abbassano le origini degli indici di covarianza e si innalzano i 
termini degli indici di controvarianza, purchè i nuovi clementi introdotti siano 
posti tutti uguali a zero. 

In particolare in ogni sistema di Pascal si può pensare che le origini 
degli indici di covarianza siano tutte uguali a 1 e che i termini degli indici di 
controvarianza siano tutti co, purchè si immaginino uguali a zero tutti gli ele- 
menti del sistema che vengono introdotti. 





=0 o quando [s,] > [0,]. 


2. Sempre a causa della legge di formazione dei sistemi di Pascal 





0Ye; 0Ys; 
e per le relazioni sa = 0 quando [p;]>{fr] e A = 0 quando [s;]>[0,|, 
Vr; Vieri 


indicando con g'; ed w’, dei numeri interi soddisfacenti alle limitazioni p;<9/;<4; 
UNU Vg SÌ vede pure facilmente che il sistema di Pascal (8) rimane 
ancora un sistema di Pascal quando gli indici r, si riducano alla classe 
(pi ; g;) e gli indici s, si riducano alla classe (w, ; v;), 0, in altri termini, în 
un sistema di Paseal si possono abbassare i termini degli indici di covarianza 
ed innalzare le origini degli indici di controvarianza ('). 


3. Se (8) è un sistema di Pascale se per un particolare sistema (y) di 
variabili tutte le funzioni 


8} Sg} n 
H (4) 


PRIVE MS 





(*) I sistemi che così si ottengono comprendono sostanzialmente i covarianti evidenti del 
Pascal, Vedi: Pascal, 1, c. pag. 60, 


AI 
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sono nulle, per qualunque altro sistema di variabili (a) tutte le funzioni 


$S13S300 08 
H. (2 


ob en i 


sono pure mulle. 
Ciò risulta subito dalla legge di formazione 





"RIT PROSA 0, FO x 
H (2) = H (9) (II dYo; I 0x3, } 
1 IRR” PIT SP, 5035 epr A dxr; Ra. 0Yo; 


Un sistema (8) che ha tutti gli elementi nulli per qualunque sistema di 
variabili è dunque un sistema di Pascale si chiamerà un sistema nullo. 


4. Ora voglio dimostrare come da ogni sistema (8) di Pascal non 
nullo si possa ricavare almeno un sistema non nullo di Ricci. 

Tratterò prima qualche caso particolare, e coll’ aiuto di questi passerò 
al caso generale. 


1° Caso. Consideriamo un sistema di Pascal non nallo 
H, 


ad un indice » di classe (p ; 9). 
Consideriamo poi ùn sistema di variabili (y) e il minimo numero m di 
cifre non nulle dei numeri r per cui 


H,(y) 


non è identicamente nulla. 


Consideriamo un valore r di r che abbia precisamente m cifre diverse 
da zero e per cui H_(y) non sia identicamente nullo e indichiamo con 
Ji . 


l’insieme di tutti i valori di r per cui rv r. 
Per ogni r di T è 





d 
H.m=Y He, 
p r 


in cui la sommatoria si può immaginare estesa a tutti e soli i p di T, perchè 
per i p che hanno meno di »m cifre non nulle è H,(y)= 0 e per i rimanenti p 
per cui non è pr vi è almeno una coppia irregolare di cifre corrispon- 
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denti di p ed r di cui lo zero appartiene ad r e per cui quindi è 


0Yo 


da e: 





r 


Allora, indicando con 2, ,,,...%n le cifre non nulle di r nello stesso 
ordine in cui si trovano in r e con À,, },;-.-..À,» le corrispondenti di p, e 
posto 


SII IRE 


si ha: 





arr - 0Y; 
pi (0) —Y (y) | i) 
ano di) Scam 


iù cui la sommatoria si intende estesa a tutti i valori interi dei \, da 1 
ad n. 


Il sistema H7,:1,;...,, è dunque un sistema di Ricci evidentemente 


. LA 


non nullo. 


2° Caso. Consideriamo ora un sistema di Pascal non nullo 
H° 


ad un indice s di classe («;v) (con ® finito). 
Consideriamo poi un sistema di variabili (y) e il massimo numero m di 
cifre non nulle dei numeri s per cui 


H°(y) 


Li 


non è identicamente nulla. 
Consideriamo un valore s di s che abbia precisamente m cifre diverse 
da zero e per cui H* (y) non sia identicamente nullo, e indichiamo con | 


l’insieme di tutti i valori di s per cui s > s. Per ogni s di I è 


dx E 
Ha) = N Hg) 
(x) à (4) Ù, 


in cui la sommatoria si può immaginare estesa a tutti e soli i 6 di I°, poichè 

per i c che hanno più di m cifre non nulle è H°(Y) = 0 e peri rimanenti g 

| per cui non è 6 > s vi è almeno una coppia irregolare di cifre corrispon- 
LO LOT 

denti di 6 ed s per cui lo zero appartiene a o e per cui quindi è a SL 
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Allora, indicando con 1, ;,,...%, le cifre non nulle di s nell’ordine in 
cui si trovano in s e con À,,,; ++» le corrispondenti di 6 e posto 


sì hà: 





"NA ROS SISI Li 
A i di} ” 


in cui la sommatoria si intende estesa a tutti i valori interi dei ), da 1 
ad n. 


; la jlstccelm E ì 
Il sistema H è dunque un sistema di Rieei evidentemente non 


nullo. 


CASO GENERALE. Facendo analoghe considerazioni sopra un sistema (8) 
di Pascal qualunque, e cioè considerando un sistema di variabili (y) e 
indicando con m il minimo (il massimo) numero di eifre non nulle di +, (di s,) 
per cui qualche 


non è identicamente nulla, indicando con 7, (8,) un valore di 7, (s,) che abbia 
precisamente m cifre diverse da zero, e per cui 


8, 3 833 PCI, Sk Cri $ 8g $ 000. Sk 
Head) H (4) 
RA FOA t,3Vag cala 


non sia indenticamente nullo per almeno un sistema di valori dei rimanenti 
indici, e indicando alfine con l' l’insieme di tutti i valori di », (8) per cui 


r, rr, (8,008,), si ha, per ogni », (s) di T 








83 Ca) dA 0.5 Gana a Gg av k 
H (©) i H (4) (] i 0Yp; Il e) 
T,5 Va 3c0Th La P, 3 Pa; Dai Pr , 1 dxr; o i 0Ys; i 


in cui la sommatoria è estesa a tutti i p; di (p,;g,;) e a tutti io, di (0;;%)), 
ma per p, (5,) può essere limitata ai soli numeri di T, perchè per i gp, (9,) che 
hanno meno (più) di m cifre non nulle è ogni 


O OA 
H (4) za 0 
PisPaiee- Pa 
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e per 1 rimanenti p, (5,) per cui non è p, > r, (6, sj) vi è almeno una eoppia 
irregolare di cifre corrispondenti di p, ed r, (0, ed 8,) per cni lo zero appar- 





x PAR SAR! dx: 
tiene ad r, (0,)) e per cui quindi se 0 Lg). 

dxr, dYs, 
Allora indicando con 1,, I, ...Un le cifre non nulle di r, (s,) nell’ordine 
In cui si trovano in #, (s,) e con X,,À,;...A, le corrispondenti di p, (0) e 
posto 


HO: 5925 _ 9,5 Ig + 0% 
PiiPai--- Pa DIR NRR RI n 9 Pa 3 Pas idea 


WB pl ei ein) 
9 


Pri Paseo Ph PisPaiee- Pr 


So 30... m h k 


SMI TI 22] dyp ORTA 
py9,A MISA, pu Ami Pes Pa A 0x1; ; dxr; ; dYo, 
4 


DI 
4” 








EL RR ATNRESICA 
BomPy xe Pa i " 








TA Siro, od h de È 
Cecca ( È KH ui | 3 
Py9,A RAR A 0xr; i 0: i 0Y9; 
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in cui la sommatoria si intende estesa a tutti i p;, di (p;; 9) e i 0; di (u;; v;) 
escluso p, (5,), e a tutti i valori interi delle ), da 1 ad n. 
Il sistema 


RA pett3h; ea 
; pl i 


EROS TE ARE ROTA 2° 


è dunque un sistema di Pascal evidentemente non nullo cogli indici / 
bs: i,, di classe 1. 
Applicando le qui svolte considerazioni allindice r 


1) 


i dli (8), poi all'indice 
r, del sistema ottenuto, e via via fino ad esaurire gli r, poi all’indice s, del 
sistema che si sarà ottenuto e quindi all’indice s, del nuovo sistema e così 
via fino ad esaurire gli s, si finisce per ottenere un sistema di Pascal, 
che ha tutti gli indici di classe 1 e quindi un sistema di Ricci che non è 
identicamente nullo. 
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Se si pensa che per i sistemi di Ricci si ha già un’ampia teoria lar- 
gamente conosciuta, si capisce subito l’ importanza dei precedenti risultati. 


5. Sia (8) un sistema di Pascal. Indichiamo con @ l’insieme dei si- 
stemi di valori dei suoi indici r; ed s,. 

Siano g/;, w; dei numeri interi per cui g;>gq, e 0<w,<w. 

Dico che è possibile in innumerevoli maniere costruire un sistema di 
Pascal 


Gi 
ve nt 


cogli indici r, di classe (p;;g';) © cogli indici s; di classe (u';; v,) tale che, quando 
il sistema di valori degli indici appartiene a G, si abbia 

Kî 

z 


4 


38300088 pa 58230088, 
TE RCISDORE N PONE 


0 


o 


Infatti basta per un particolare sistema di variabili (y) fissare le 


8,3893008, 


K_ (Y) 
rr 
in modo che quando il sistema di valori degli indici è in G si abbia 


— 


s, ; Sg $ ® 0.0. Sk s, ; So ; è) ie,o S7 
K () MH (4) 
r, $ ùr, ; o 0. Tr Y, ; rt, ; SPAL Ty 


e che per gli altri sistemi di valori degli indici le 


siano funzioni arbitrarie, perchè colla legge di generazione dei sistemi di 
Pascal si abbia un sistema di Pascal soddisfacente alle condizioni vo- 
lute. Invero, per le proprietà (1) delle derivate, nella formazione delle 


ataidtà ta, 
K (a) 


T,3Ta}e0-Th 


corrispondenti a sistemi di valori degli indici appartenenti a G non entrano 
che le 
slip Ba 
Io) 
ARAN 
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corrispondenti ai soli sistemi di valori degli indici appartenenti a G. 


6. Sia 
TufacGfa 


un sistema di Pascal covariante ad % indici r, ,7,,..., di classi (P,5%) 


(PD, ; 4) A (Pr i Qn)» 
Dip, <= 9,, Pa < da90 «Pr << 6 indichiamo con r,;Y,;..vr,/un si- 
stema di valori degli indici appartenenti alle classi (p, ; 9,71) ;(Py;9—1), 


vee (Phi la1). 


Si ha 
h 3 
H(x Ypi 
% e, (HO a 
aa Pn 1 i 


ris h.r 
dg DEIR h ; À " 
Pi<[pi]<%1 CRAL 


= 1) si ottiene 


Derivando rispetto ad @, (|t] 


























OH(e) 0H(y) RICK 
) Tiptaje nta — PiiPaj o. Li Das 
(18) 0x, ra > 0Yr i 0xr, ] dx, 
Pi<[0i]<%1 ; 
Elo 1 
0 
Ypi 
II3e 
| i 55, 
È Hf(: 1 ’ 
sa dò 9) I; dx, 
Pilo] <%-1 riale DER 
e, posto 
_ t 
Vi == 9 “go 
(ua DTA 
si ha 
H(x) bo == È 
Ti3TggeeT;iy3 YiiTikiioe-”h 
h 
AS vug INIST 
pi<[p]l<n—1P1 3 Ps 3 S Pi, ; Pj ; Pit, ie Ph 1 de 
[gi==l 
È Yo; 
j 0Yo; 0xr; 
dd H(y) o II ddr; dx, : 
coast Op 


Pi<Tpi]<9—1 Pi 3 Pe; 


dove 


p=p+———; 
li 


) 
e indica il prodotto esteso a tutti gli è da 1 ad % escluso }. 
i 


Quindi 


(19) > D' Ho at > 
ela Ea 


0°. Val dj 3a ip 


> e (x Hy) 


Pi<[p]<a;-1 * 7 Pi} Pai Pisi Poi Pig ie» 
[thai 





h 
| dei VE 
Pr i 0xr; dx, 


4 


h 


12) 
i dar; 
1 
ar S H(y) E ara 


pi<lpd<g;, 1 PijPaj-<- Pa 
sottraendo membro a membro la (19) da (18) e, ponendo 
OH 


h 
yY DUE IRC v __. 
et DE H, .r.: resi i pas 
a Si RA O I Do 
t 
1 


=Hrj;ti;.rrastg 





si ha 
h 9 9 
a Hy) dpi ge 
H() x DI a eci 
Tijfaiec-Mi5t  pi<iol<g;—1 i 
[T]}=1 


e ciò prova che 
Hara I 
LE TR 


è un sistema covariante ad R- 1 indici di cui i primi # di classe (p,; 4,71); 
(Po; 471)... (P.;3 01) rispettivamente e l’ultimo # di classe 1, 


Lo chiameremo il 1° DEDOTTO di H,. ., . 5 
CR ta 


7. Supposto 


P,<4j i vr Me 5 DEU AN A PI 
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supposto che r,,,,...7, Sia un sistema di valori degli indici appartenenti 
alle classi 


(Pi di 1); << (P.5 9,1) 3 (Pi) (Pad 1); (Pa 1) 


e posto, come nel $ precedente, 








n=n du 
(o + 71 
ed inoltre 
MENZIONA a SPORT, 
(ep. 9H,. DIANE 


ie IAA I 0A va, = ————=< — 
CI) 3 3 43 n 
1 v=£ Tr, tt, h dx, 


xa T,3 Tg 00T-3T;j3Tj4j3 00 Tn 
l 


in cui > indica la somma estesa a tutti gli j da 1 ad ’, escluso 1, si ha 
f ; 


h 
MN IT). 
r . 0Xr; 
4d 3 T, 3° p "Pa ; DI i 


SURI 


Ma) a 


MOTI TL Type Th 


= Jato 








Oypi \0Yr 
; der; ] da, 


È | 3Ò 
Pi 3 Paseo Pri Pio PA4i ecc Pa 


0 dYp, 


: 0Yo; € 0xXr, 
M(y Li —, 
pt; DI (IT n) dx, 


AIIRO 








Ciò prova che 


M 
TP, 3T93000T} 


è un sistema di Pascal coll’indice r, di classe (9,39, + 1) e gli altri in- 
dici r, di classe (p;;4, — 1). 


X 184 )( 
Lo indicheremo con 


D®H ; 


Rea A 


8. Consideriamo il sistema 


H 


Pit att 


ricavato da 


come nel precedente $ 6. 
Se per ogni è è p; q;, — 1, Si può costruire il sistema 


SES 


D044) H È Ò 
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che è un sistema di Pascal cogli indici r; di classe (p;;9; — 2) € con un 
ulteriore indice tdi classe 2. Per [t{]= 1 gli elementi di questo sistema coin- 
cidono coi corrispondenti del 1° DEDOTTO aventi gli stessi indici, e pertanto 
noi indicheremo anche questo sistema con 


H 


LIRA CADE E e EI 


intendendo però di considerare i soli elementi per cui r, è di classe (pi; &_2) 
e t di classe 2. i 
Lo chiameremo il 2° DEDOTTO di H 7 


TSI T 


Se per ogni è è p,< 9g, — 2, si può costruire il sistema 


DO!) H È 


IO VE 


in cui si intende che H sia il 2° DEDOTTO di 
Ri A IE 


H . 

Piz Tgjost\fag ba 
Si ha così ancora un sistema di Pascal cogli indici x; di classe (pis d—9) 
e con un ulteriore indice # di classe 3 che indieheremo ancora con 


H 


ÈTi}Taje--Tnzt, 


perchè per [t] <2 i suoi elementi coincidono con quelli del 2° DEDOTTO che 
hanno gli stessi indici, e lo chiameremo il 3° DEDOTTO di 


FIN 


T:9g SANA 
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Continuando, se, per ogni î, è pip<Zg;, — 1+ 1, si perviene ad un 1° 
DEDOTTO (') che è un sistema 


H 


ioropacaf gl 
cogli indici r, di classe (p;;94, — 0) e Vindice £ di classe 1. 


9. Sia H, un sistema di Pascal covariante a un indice di classe (p ; 9). 
La DOH, è un sistema K, tale che per r di classe (p;9) coincide con H, 


tI esima 


0Hy . 
—-—— ; dove r cifra 


e per [r]rl=g +1 e uguale a Fr 


indica al solito la q 
dopo la virgola di r, ed »' è ciò che diventa r quando a quest’ultima cifra 


si sostituisce lo zero. 


10. Se H, è un sistema di Pascal covariante a un indice di classe 
(439), Si ha: 








. Òy Opi” Cedo! 


[e]}=9 [pl==d 


dove al solito p” è V ultima cifra di p diversa da zero e p' è ciò che di- 
venta p quando si pone zero al posto di quest’ultima cifra. 
Posto 


Ky; = Hp 9 


si ha allora 





> dyd_9yp” 
Ko ; p'(2) ISA da Ky ; o) FI, 


0%, Od,n 
e quindi Ky;p" è un sistema covariante a due indici, di cui il 1° di classe 
q-—- 1 e il 2° di classe 1. 


11. Se H, è un sistema covariante ad un indice di classe (p;g) e se 
son nulli tutti i termini di H, corrispondenti agli r' che non hanno tutte le , 
prime gq cifre diverse da zero, posto 


MERI ALI IRE, 





(4) I sistemi dedotti sono sostanzialmente le dedotte di Pascal. Vedi: E. Pascal, 
Memoria citata, pp. 28 e segg. 
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con tutte le i, diverse da zero il sistema 


Ke | 
Ci; pa 
è (vedi Cap. II $ 1) un sistema di Ricci a g indici di covarianza. 
Viceversa un sistema K, ; . di Riecia gq indici di covarian- 
tri gnie 
ADR are 
za, dà origine ad un sistema H, di Pascal ad un indice di covarianza di 
classe (p;9) purchè per r = è, ; î, 6; ... è, Si ponga 


e per tutti gli altri » si ponga H,—=0. 


CAPITOLO IV. 
SISTEMI NORMALI E DERIVATE COVARIANTI: 


1. Indichiamo con A,,;(Y; 4) dove p e q sono interi finiti e >0ep<g, 


il determinante i cui elementi sono con r ed s indici della classe ( p ; 9), 





Y, 
dx, 
disposti in modo che gli elementi di una stessa riga abbiano il medesimo 
indice r e quelli di una stessa colonna abbiano il medesimo indice 8, e, 
perchè A,,,(Y ; ®) risulti determinato anche nel segno, supponiamo che le righe 
e le colonne si susseguano secondo l’ordine di grandezza degli indici r ed s. 


Io dico che 
ag (y;® IS 0. 


Dim, Intanto À (x ; y) sono finiti. Il prodotto 


pra\Y 


(Y 0A 


P9 
A,,a(Y ; x) b A,,g(® ; Y) 


calcolato secondo la regola della moltiplicazione dei determinanti per righe 
del 1° e per colonne del 2°, è un determinante che ha uguali ad 1 tutti gli 
elementi della diagonale principale e nulli i rimanenti, e quindi vale 1. 

Consegue che A,,,(7;%) 6 A,,g(€;y) sono entrambi diversi da zero. c. d. d. 


2. Un’altra dimostrazione si ha nel modo seguente: 


Sia p<g, e consideriamo le colonne di À,,,(y ;%) che corrispondono agli 
indici s di classe (p., g) pei quali [s] = p. 


. * III, ui | 
Per tali 8 e per ogni r per cui [r] >p è persa e perciò “ (A 
Ls 


A,,s(4 30) =A,,yY30)-Apt,(Y5 0) 


Pr e 
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Analogamente, se p+-1<g, è 


Apt,,g9}3 0) = Apt,,p+:(Y5%), Asta,g(Y 52), 


e così via, e quindi 


nl q 
A,,(y32) =] [d:09;0. 
p 


Allora per provare che A,,,(7; x) +0 basta provare che per ogni intero 
h>0 e <q è 


A,.x(Y 30) +0. 











0Y,. p R 0Yy: Ò y!! 
Se h > 1, l'elemento generale da, di A,,,(Y; x) è uguale a ds . a ; 


dove r° ed s’ sono i numeri in cui si mutano r ed s quando si sostituiscono 
con lo zero le loro h°" cifre »” ed s”, che sono, per ipotesi, diverse da zero. 

Evidentemente 7’ ed s’ sono di classe 4 — 1 ed r” ed 8” di classe 1, 
ed il determinante A,,,(y; x) è il determinante di Kronecker formato coi 
determinanti A,,,-,(Y;) e A,,,(4; #) e quindi vale un prodotto di potenze di 
questi due determinanti (!). 


Di qui risulta che A,,,(7y;%) +0, se sono zero tutti i determinanti 


A,,(Y;%) ’ A,.3(Y; 2) Seneca ATALA CIARIE 


Questo avviene per ogni /%, quindi per ogni hf > 1 sarà A,,,(Y;%) +0, 
se A, ,(y;0) +0. 

Ma A,,(Y;x)=A, e, per ipotesi è A+0, dunque per ogni % è A,,,(Y;0)+0, 
e quindi per ogni coppia p e q con p<qg è A,,;Y;@) +0. c. d. d. 

Da questa dimostrazione consegue che A,,,(Y; x) è una potenza di À con 
esponente intero positivo. Questo esponente si potrebbe facilmente calcolare. 


3. Consideriamo un sistema di Pascal (!) 


A; s 
w 


covariante a due indici r ed s della stessa classe (p,g) e il determinante 


a=|@,;;| lg} 


(4) v. Ernesto Pascal, I determinanti. 2* Ed., Milano. 1923, pag. 162. 

(2) |a,.s| indica il determinante che ha per elementi le a, ;s disposte in modo che gli 
elementi di una medesima riga portino lo stesso indice r e quelli di una stessa colonna 
portino il medesimo indice 8 e in modo che le righe e le colonne si susseguano secondo 
l’ordine di grandezza degli indici r ed.s, 
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Per la relazione 


x 0Yo 0y 
A. s(€) tg e do;g MEL 3 b 
Pio r s 


e per la regola di moltiplicazione ordinaria dei determinanti si ha subito 


a(d) = a(y) A? ,.(Y 52), 


e poichè A,,,(Y; x) +0, se per ogni sistema di valori (scelto nel campo di 
variabilità) di un particolare sistema di variabili (y) è a(yg) #0, anche per 
ogni sistema di valori di ogni altro sistema di variabili (x) è a(@) +0. 

Quando questo avviene e per ogni coppia di indice r ed s è a, 4x,; 
diremo che a,., è un sistema di Pascal normale. 


4. Sia 
a 


‘T38 
un sistema normale di Pascal e indichiamo con 
PIA da 
il sistema formato coi reciproci degli elementi a,., nel determinante 


aio 
cioè formato coi complementi algebrici degli elementi a,., divisi per @ (che 


è #0). 


Si ha, come è noto, 





(A One e 


2 Boia 
O) Sat 0° perir a 


5. Sia X, un qualunque sistema covariante ad un indice. 
Il sistema di equazioni nelle X° 
Da di de 


ha una soluzione determinata poichè il determinante dei coefticienti è + 0. 
Questa soluzione X‘ è quindi un sistema controvariante ad un indice. 
È poi, per le (20), 


X= Lis dis a x' = 3; a", Ui;s X,) cs L, a" X; 3 
dunque, qualunque sia il sistema covariante X,, il sistema 


E e. 


Lal Cai a CIA" 
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è un sistema controvariante ad ‘un indice, ed allora, pel teorema fondamen- 


tale (Cap. II, $ 7), possiamo concludere che a,., è un sistema controvariante 
a due indici, 


6. Abbiamo visto che da ogni sistema di Pascal non nullo si può 
estrarre almeno un sistema non nullo di Ricci. Consegue che da un si- 
stema di Pascal a,., normale si possono ricavare almeno due sistemi non 
nulli di Ricci, uno dei quali si può estrarre dal sistema stesso e sarà un 
sistema covariante, e l’altro dal sistema reciproco a"’ e sarà un sistema con- 
trovariante. 

Da questi due sistemi di Riceci si potranno poi, colla regola di com- 
posizione, ricavare altri sistemi di Ricci e, magari, degli invarianti. 


7. Se H, è un sistema covariante di classe (p;g), se a,., è un sistema 
normale coi due indici pure di classe (p;g) se K,., è un sistema di Pa - 
scal covariante a due indici, di cui il 1° di classe (p;g +1) e il 2° di 
classe (p;gq) e se per r di classe (p; 9g) è K,, — @,.;, indicando al solito con 
a"* il reciproco di a,., si vede che 


M, —- Zu 605 ass as H* 


è un sistema covariante a un indice r di classe (p;q + 1) che per r di 
classe (p;9) si riduce a 


3s ped 
doo, 


Indicando con N, il sistema DfH,, poichè N, per r di classe (p;9) 
coincide pure con H,, si vede che 


N, — M, 


è un sistema covariante ad un indie» di classe (p;9 + 1) che ha nulli tutti 
i termini per cui r è di classe (p;9) e quindi, supposto r di rango q +1 
indicando con r” la sua ultima cifra non nulla e con r' ciò che diventa 


quando ad r” sostituisco lo cero, si vede che 
Xyt.pi Dara) N, ww M, 
è un sistema covariante a due indici rispettivamente di classe q e 1. 


8. Sia a,, un sistema normale di Ricci. Per il $ 11 del Cap. HI sì 
può da esso ricavare un sistema covariante a un indice di classe 2 e am- 
pliare poi questo sistema in base alle osservazioni del $ 5 del Cap. III in 
modo da ottenere un sistema H,, di 3° classe. . 

Si può inoltre, come vedremo più in generale al $ 7 del Cap. V, fare 
‘questo ampliamento in modo che siano uguali gli elementi di H, i cui indici 
sono numeri di A, aventi le stesse cifre, anche se queste cifre non sono nello 
stesso ordine, 
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Supposto tiò fatto sarà, per [u]==1, H,==0 e per « avente una cifra 
zero e le altre due r ed s diverse da zero sarà H, = 4@,y 

Indichiamo ora con r, s e t tre numeri di rango 1 e supponiamo che 
solo s possa essere zero. 

Sia H,,s: (*) il 1° dedotto di H, e H,.,,, il 2° dedotto pure di H,,. 

Il sistema 


ni 
ir, — 2 (Lian So His) 


è un sistema di Pascal a 2 indici, di cui il 1° r, s di classe 2 e il 2° # 
di classe 1. 





Si ha 
COLTE i 
Ho Cw dx, VITE Hi; ’ 
che per s — 0 diventa — 4,.,. 
Si ha poi, per s+ 0, 
EEE pie Ùd,., dd, ATA 
tinys CR Ep ae 3 = tyrs 9 
dx, dx, dx, i 
e, Derasi, 
Ho Un È 
Dunque 
Di 
da, da,., 
ev o N 3a persi 
— dpr Li La <A 
Î — 24,., per s = 0, 
ossia 


() , pers +0 
Ki ia 


A, , per s—=0 


dove tw è il noto simbolo di Christoffel di 1* specie. 


(4) Si noti bene la distinzione da farsi nelle notazioni fra la virgola e il punto e virgola. 
Il punto e virgola è usato per separare due indici inferiori o superiori di un sistema di 


Pascal, mentre la virgola è usata per separare la 1 cifra (parte intera) di un indice dalle 
successive, 
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Se Y, è un sistema covariante ad un indice di classe 1, per il $ 7, sì 
, ha che il sistema 


dv tao HI rs 
Riti ci om (Ne Lea 


rs 9 
; è il noto simbolo di Christoffel di 2° specie, è un sistema co- 





dove 





% 


variante a due indici r ed s di classe 1, cioè è un sistema di Ricci. 
Esso è effettivamente la derivata covariante di Y, nel calcolo assoluto del 
Ricci. 


9. La dimostrazione precedente si può rendere più scorrevole trascurando 
di mettere in evidenza il suo legame coi sistemi dedotti. 
Per questo basta osservare dapprima, come si fa ordinariamente, che 


r8 =Y po pe se 4 Yo Mr 
t da) Ln P19)T T Vos Pit CEE dx, 


dove (0%) indica il simbolo di Christoffel di 1° specie per le varia- 


bili (x), e dove si fa uso delle nostre notazioni di derivate - essendo 


SEA Sa 


Allora è ehiaro che, posto 


(") 3° peras +0 
K t 


1 
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dii, Pere 07 


il sistema K,,,, è covariante a due indici di cui il 1° r,s di classe 2 e il 
2° t di classe 1. 
Di qui in poi si può continuare come nel $ precedente. 


CAPITOLO V. 


IL CASO SPECIALE. 


i. Facciamo corrispondere ad ogni combinazione con ripetizione di nu- 
meri 1,2,3,...%, il numero intero che, scritto nel sistema (n + 1), ha 
per cifre i numeri della combinazione seritti in ordine non decrescente. 
Così, se 


IU pa 
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è una tale combinazione, il numero corrispondente sari 


112455 =5+5-(n+1)4-4-(n+1f 4 2-(n+41}4+(n+1'4+(n+41). 
I numeri di questa fatta formano un gruppo che indicheremo con 0, 
cosicchè fra gli elementi di C e il gruppo delle combinazioni con ripetizioni 
dei numeri 1,2,...% vi è una corrispondenza biunivoca. 
Diremo che i numeri di © che hanno & cifre o meno formano il gruppo O,. 
Le cifre diverse da zero di un numero di A formano una combinazione 
con ripetizione degli n numeri 1,2,..., cui corrisponde un numero di © 
e quindi ad ogni numero di A corrisponde un numero di €. 
Ogni numero di © poi corrisponde ad uno o più numeri di A. Se r è 


un numero di ©, indicheremo con D, l'insieme dei numeri di A che corri- 
spondono ad r. 


LI 


2. Se r, ed r, sono due numeri dello stesso Dr e se f è una funzione 


delle variabili «,,%,,...%,, pel teorema sulla inversione dell’ordine di de- 
rivazione nel calcolo differenziale si ha: 


9f 9f 


Op, 0a 
1 2 


Indicheremo tutte queste derivate con 


dx, 


LEMMA. Se per ogni numero r di C, esiste un numero ap , 00sì che, qua- 
lunque sia f, 


a 


(21) RIDE 


der too ld 


in cui la > è estesa a tutti gli r di C,, é, per ogni r, ar =0. 


Dim. Infatti, poichè la (21) vale per 


vd£ (i = 1'7dgaeo 


si ha: 


ida 30 


Ò 
poichè tutte le n #96 df 


sono nulle, escluso —"— che è uguale ad 1. 
0xr xi 


(1 FAGIANI 
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Tenuto conto di questo, e posto 


fee eg i, (è, < i) 
ed 3 
i=i o, =i(+1)+%,, 
si ha ancora per la (21) 
x i si 0 b) 

per tutti gli i di C, — C, e quindi per tutti gli i di C,. 

Continuando si vede che aj è zero per ogni i di di. 

Dal lemma dimostrato consegue subito il . 


COROLLARIO. Se per ogni numero r di C, esistono due numeri ar ; Br tali 
che, qualunque sia f 


of 


Oxr 





Br, 


(et fiera 
in cui le , sono estese a tutti gli r di C,, è per ogni r di C,, 


an Bri 


3. La relazione (3) si può anche scrivere 


o 3 0Ys 
0xXs n, IDE 


dove s è il numero di © corrispondente ad s e s$ è un qualunque numero 








HCO, ‘e > si intende esteso a tutti gli s di Dg. 
o 


Se s, è nin altro numero di Dg, è pure 


of Y df ya 
Oxs DI Ss 0Ys o 0%, 3 








dunque 








Lx a-xayrt 
s0Ys È 0%; po 80Y5 e. 
Questo per ogni /; quindi, pel corollario precedente, 


TRE ÙYs 
o 0%, did 005, 
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Indicheremo ciascuna di queste somme con 


dYys 
dre" 


E allora si ha: 


Of __v9df ds, 
8) o Da bas» 


4. Dalla relazione (4) si ricava, sommando rispetto agli r di un mede- 


simo Dr, 
Or 43 0zr 0Y; 
i Ai ogni 


in cui > è esteso a tutti i o di Dg, e quindi 
o 


02 Ozn 04 
1) (e rg 


dxs g dYs dxs 


5. Infine a causa delle (6) valgono le 








(6) On, ALSO 
Org str 85 
perchè 
Otr __ 0a, 
dxs TA: Lio dx, 


con > estesa a tutti gli » di Ds, essendo s un numero di Dg, e se r+s, 
Lg 





x : e di sides . 0p 
è ogni r diverso da s e quindi ogni —— uguale a zero e perciò. — = 0, 
dx, dts 
se r=s$, uno ed uno solo degli r della sommatoria è uguale ad s, quindi 
un solo dei termini 3 - è uno, mentre gli altri valgono zero. 
Cs 
; dx 
Dunque, in tal caso —® = 1. 
dre 


Uonsegue che 


der 0ygs _ 
(1) DI 0Y 8 db, 


6. Come le (3), (4), (6), (7) hanno potuto essere la base di un calcolo 


assoluto, così potranno pure esserlo le (3), (4); (6), (7) che sono ad esse 
del tutto analoghe. 


ig RETSS 
0,ser+S. 
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Il calcolo assoluto che ne deriverà lo chiameremo speciale. 
In questo calcolo sarà un sistema di Pascal un sistema di funzioni 


S, ; . * ». S, 
2) sot n° VP, 


(8) ni 


> 
oe we 
fini 

. 


cogli indici r, di Ca, Ra (Pi< 4) e cogli indici s; di C,, — Oy, (<%) 


per cui qualunque siano due sistemi di variabili (x) e (y) sia 


So; 0.0. Sy 8,39; .8% h k 
) 


; 
(9) H- (@ = H (y) | ser(L Se) 
V,jY,; «Tr SÈ, plot i ri 0ys 


4 


7. Consideriamo un sistema (8) di Pascal nel calcolo generale e sup- 
poniamo che per un particolare sistema di variabili (y) un suo elemento 


qualsiasi non muti quando si fa variare un indice », in un medesimo D,., 


dico che questo avviene per ogni sistema (x) di variabili. 
Infatti 


S,3 S93 0 008% G,393} +++ Ok h 


H (@) è H (Mn) HT e)I = NI 
eta... Ta O CRCR | 0x7; 0Yo; 











13993 00.0, * h 
DIARI, 
U,;U,;...U 0Yg; pi dr, 


41 


3 "fe 3 (e PAIA e ALI 
dove > è estesa a tutti i p, di Dr; e H di 7 * è uguale ad una 
Pi Upsto; coca 
qualunque delle ($) in cui ogni p; appartiene a Dy,- 








Dunque 
AE $, CL PO i i h 
H (@) =D H (y) I 3 )( e) 
P,3Ty;.- ln C,;U,;-..U i ÙYo; dxr; 
1 1 


dove t, è il numero di C corrispondente ad »,. 
Ciò mostra che il 1° membro non muta quando le +; si 


fanno variare 
nello stesso Di: 


Un sistema di Pascal del Calcolo generale che abbia questa proprietà 
dicesi perfetto, 
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8. Da un'sistema di Pascal (8) perfetto si ricava subito un sistema 
di Pascal del calcolo speciale. 
Intanto si può formare, come al $ precedente, il sistema 


pSi383---% 
® nel BI) ott») 
Co TASTI 


pel quale è 
SATO POR e. 


o IORNZI 9). «lf ds; YI dI 
LHR PED Lasa ae 0Yo; î 0xr; 


Sommando rispetto a ciascun s; delle stesse D 








sj SÌ ha, indicando la 


SIIT Ra aloie 
ET lE 


somma con H 


So; 0.08 AGES 


) 
H (2) — H (y) uni Y 0x4, dyti\ _ 
tr, ; l,; DICI 1°, lio Ù, $ 3U,;- CO 8; 0Y6; i 907; I 














9,39; «+... h h 
= H (9) | | see] 
U,0 La ; LA : * 0. Ù, ; i 0Yg; ; i 0xr; 


be) 
a 
tal 


S,;933- h 


i H (y) | 2 cn) 
C;8 li ; LA 300. Ù, : i 0Yg; | i dxr; 





30. Sx 


S, 
Il che prova che H dal 
Cily SOMLSci 


è un sistema di Pascal del Calcolo 


speciale. 

Si noti il comportamento diverso degli indici di covarianza e di contro- 
varianza. 

Per giungere al caso speciale noi abbiamo per i primi indici dovuto 
porre la condizione del sistema perfetto, per i secondi nessuna. 

Quando si volesse risalire dal Calcolo speciale al generale, si potrebbe 
sempre da un sistema covariante ricavare un sistema covariante perfetto ben 
determinato del Calcolo .generale, mentre da un sistema controvariante del 
Calcolo speciale non riuscirebbe generalmente determinato un sistema del 
Calcolo generale, poichè generalmente se ne potrebbero trovare infiniti da cui 
esso si può ricavare, 


e e _ 


e Rit A ind ni Re ao db Lia Rat pe dhe 
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9. Ai sistemi di Pascal del caso speciale si possono estendere le no- 
zioni di somma, differenza, prodotto del Calcolo generale, per. essi vale pure 
evidentemente un principio di saturazione degli indici e quindi con essi si 
possono formare dei sistemi composti. Valgono inoltre risultati analoghi quelli 
del Cap. II $ 7-10 e del Cap. III $ 1-5, 


10. Se 
Ars 


è un sistema di Pascal del caso speciale cogli indici varianti nello stesso 
U,, se per ogni coppia r ed s di indici è @r.g = 4g;r, Se infine il determi- 
nante | @r,s| per un dato sistema di variabili (e quindi evidentemente per 
tutti) è + 0 il sistema si dirà normale (analogamente a quanto è detto al 
$ 4 del Cap. IV). 

Se ars è un sistema normale di Pascal pel caso speciale e aF:8 è il 
sistema formato coi reciproci degli elementi ars del determinante |@p.g|, 
risulta analogamente a quanto è detto al $ 5 del Cap. IV, che aF8 è un si- 
stema di Pascal del caso speciale, colle relazioni 


DI Up;s - als — Lat 
ae Ocse rt. 


11. Se Kr.s è un sistema di Pascal del caso speciale covariante a 
due indici, di cui il primo variante in C,+, e il secondo in C,, e se per r 
di C, è 





Kris = 4r;s, 
se Hr è un sistema dì Pascal del caso speciale con r variante in C,, il 
sistema 


Mr = Kr WSHy 


s,u 


è un sistema covariante del caso speciale, con r varianti in C,4,, che per r 
di classe C, si riduce ad Hp. 1 
Dunque, se M, ed H, sono i sistemi perfetti di Pascal del Calcolo 


generale corrispondenti ad My ed Hr, ed N,.—=D®H,, è N,— M, un si. 
stema di Pascal nullo per tutti gli » per cui [r|]</ e quindi 


Xytiptt possi N° a M, 


dove [r] =R%R-+4 1, r” è la (f +1) cifra dopo la virgola di r, ed r' è ciò 
che diventa r quando a questa cifra r' si sostituisce lo cero, è un sistema 
di Pascal del Calcolo generale, col primo indice di classe % e il secondo 
di classe 1, 
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Questi risultati sono analoghi a quelli del $ 7 del Capitolo IV, ma la 
a,., Corrispondente al nostro ar;s non sarebbe normale, perchè sarebbe doh 
avendo uguali le linee corrispondenti agli r dello stesso Dr. 

Il sistema Xy,m è una specie di derivata covariante di H, rispetto al 
sistema ar.s. Esso è determinato quando è costruito-il Kr.s. Questo si può 
fare in innumerevoli modi. Sarebbe interessante poter determinare uno di 
questi modi con una legge analoga alla costruzione dei simboli di Ohri- 
stoffel di prima specie nel caso in cui ar,s è un sistema normale di 
Ricci. 





CAPITOLO VI. 


APPLICAZIONI. 


1. Nel piano una linea 1 è determinata dando le coordinate cartesiane 
ortogonali x, y in funzione di un parametro w. 
Il.differenziale secondo di x è 


quindi 

CAS AR: 500 da 2 1 Dili a ’ 2 ’ p 2 no. : 

dix + day = (7) AL (7) du + (2 d'a 5 a du + 
‘ : 


du du du du 
dix 2 d*y 2 Li 
+((#) +) 


e posto 


da\? dy\} 
Ue (ta) ch (2) 


7 


da da dy d°y 
ddu di * du da 


da \2 d?y 2 
dia — (Te) He (E) ® 


Il sistema ars è un sistema di Pascal del caso speciale, o se si vuole, 
poichè qui è lo stesso, del Calcolo generale, ; 


A,,,ij$ = @ 
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Gli elementi di questo sistema non sono indipendenti perchè è 


ge {54 
CRETA 2 du 





a 


Scegliendo per variabile w la lunghezza s d’arco si ha 


a, =1 
x a,,j=0 


2n \2 da \° . 
ia (FF) +(5) —= quadrato della curvatura della curva. 


La curva è dunque individuata in modo intrinseco dalla forma 
Ta TE 
d°x° + d°y° , 
ed è sempre individuata una curva in modo intrinseco tutte le volte che è 
data una forma 
a. du + 2a, ,, du du + a, , du 
Tex 4944 Ab4 4 


purchè sia soddisfatta la relazione 


Si noti che quando questa relazione è soddisfatta per una variabile 
è soddisfatta anche per una altra variabile qualsiasi. 


. . » i ROar ER AI ‘ . 
Si noti ancora che la forma d*x°-|- d*y” è indipendente dal sistema @, y 
ortogonale di riferimento. 


2. Nello spazio ordinario una superficie è data quando si conoscono le 
coordinate cartesiane ortogonali x, y, 2 in funzione di due parametri « e v. 
Consideriamo la forma 


i cui coefficienti @r,s formano un sistema di Pascal del caso speciale i cui 
indici variano in ©, ed inoltre @r;g = @g;r- 

Gli elementi ayr,s dovranno certamente avere fra loro dei vincoli che ora 
non vogliamo cercare. 

Osserviamo solo che, conoscendo questa forma, conosciamo 
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e quindi conosciamo la prima forma differenziale della superficie 
Edu? -|- 2Fdu dv 4 Gav. 


Inoltre, se D, D', D” sono i coefficienti della seconda forma differen- 
ziale è 


QU iga aa ao | da; ga o 
I 1 
D'=EFC FP dg dg Ul Dei = ROLO Uisie LIETA 
| do, dg; d;9 MISTTIBALOTI Ua;9 
la9;292 Ias lag I Osio aa sso 
1 
D'" = o Ay;soo das, o ’ DD=#E CP Uso d,;, 1,59 
| Qoso don Agg | dx49 Ur, Ag 
jo dg da 43:19 An 4% 
1 1 
DD" = EG — F° dio Mi dp , D'D"= EG — F° Ugg! 1A Oa ’ 
Uro A Ap "42 Corna RE 


e si vede che la forma 
Ddu? + 2D'du dv + D"dv® 


è nota all’ infuori del segno, poichè D, D', D'", risultano definiti all’infuori 


; presa ti eolie pe 
del segno dalla precedente espressione di D°, D", DD", e se per esempio 
D=# 0 le D’, b” hanno segno determinato una volta fissato il segno di D 
perchè si conoscono D-D' e D-D”, 


3. Siano 


degli invarianti 


. x . CA x . s è x ì 
Poichè, con « di classe p, la Do Samb sistema covariante, tale è anche 
0A 
Xda. 
dx, 
Se 
dA 
(A) Za =0 (r 'ITZRCOAA 


ite 
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allora, per u di classe 2, la X, è un sistema di Pascal che ha nulli gli 
elementi per cui « ha una sola cifra, e pertanto il sistema 


Hess pie) 
è un sistema di Ricci (v. Cap. III $ 11). 


Consideriamo, nell’ ipotesi (a), che d’ ora in poi manterremo, la D di 
X,,,: Questa è un sistema 


<> Per,g520 46 £A=-0 






Rea i 
di Moi letz8azt0 0 
di rpertezz 05 
Per la legge di formazione, posto, per r, s e t tutte diverse da zero e 
di rango 1], 

















OX, 
fa < Ps ee Kee vil 
dela E +5 da, ata î 
si ha: 
EA 
Z,(® =D Li pot(Y dx da, Se 




















do 0Ys \ d ÙYp ÙYg 0 0Yp 0Yg 
n Si (3 ni pri E 0%, (Le e a dx, (2 dx, ) 


- o 9Ys Ur 
a = Sira) da, + 


dx, 


Yo ÙYs dYo 0°Yg 0°Y, dYa 
He Di Xoo) |? dx, do da, w (i 0a, dx, x dx, dx, ga) } 


e poichè X,,6= Xs,p3 @ quindi 


Yo 9% —Y Yo _Ys- 
Doe) 7 da dx, 0a, da, Xoss(!) dx, dx,dx,’ 





























si ha: 
nat se) 
0Yo 0Ys do dx, 0 
Zig(® =" Loor(Y 3a. È dx, Da sa, 2Xp,0(Y dx x, TT SROTIENIRE A, 5 
Do ÙYs 
Ò Da Di 2Koro(9) de,dx, dx, * 
VOL. LXI. 26 





e perciò il sistema 


Zi DELA 


TAL potresti) 
Vira 


, 


IX, PELLI VR 0 


0° pers=0: e.t.==30 


è un sistema di Pascala un indice di classe 3. 
Allora è tale anche il sistema 


Niue MX 
Ma è 
Z.a-Xa, pere+0 0 t+0 


0 , nei casi rimanenti, 


Sus) 
| 


e quindi 


Wier = Ve = Lust “rg 2X.,st a 


0 OA 0° A 0° A OA 
à Va La a 9 À 
da (2a dx "i n dx, (2 dx, 3-92 v dx, se(d dx, co) Se 0%, 0x, dx, 


è un sistema di Ricci (v. Cap. III $ 11). 





È di questo tipo il sistema dei coefficienti della forma A, considerata 
dal Fubini nei suoi lavori di geometrica proiettivo-differenziale (!). 


(4) G. Fubini, Fondamenti di geometria proiettivo-differenziale. [Rendiconti del Ciredlo 
Matematico di Palermo. Tomo XLIII (anno 1918-19) pp. 1-46 (v. pag. 5)]. 


CORRENTE FLUIDA BIDIMENSIONALE 
INTORNO A DUE LAMINE CONSECUTIVE 
NOTA 


DI 


MARIO PASCAL (a Napoli) 


Lo studio delle forze che una corrente fluida circuitazionale esercita su 
ostacoli in essa immersi, può farsi, servendosi del teorema fondamentale di 
Kutta-Joukowski, con due metodi: assegnando preventivamente la 
forma dell’ ostacolo e poi determinando la funzione di variabile complessa 
rappresentativa della corrente investitriee, e quindi in conseguenza la distri. 
buzione delle velocità, cioè la funzione w = « — iv; oppure costruendo una 
funzione w dotata delle singolarità caratteristiche e deducendo da essa tanto 
la funzione rappresentativa della corrente quanto la forma dell’ostacolo pen- 
sato come materializzazione di archi di linee di flusso. Il primo metodo che 
si riduce alla risoluzione di un problema di rappresentazione conforme, è 
quello seguìto da Kutta, Joukowski ed altri; il secondo è stato 
adoperato da H. Blasius (') ed ha sal primo il vantaggio di non dar luogo 
in generale a punti in cui la velocità supera qualunque valore e dove quindi 
la pressione diventa negativa, fatto questo che è fisicamente inammissibile. 

Le proprietà che la funzione w deve possedere sono: 1°) essere  mono- 
droma su una Riemanniana di cui una delle falde è quella sulla quale si 
immagina avvenga il fenomeno fisico (falda fisica); 2°) assumere valore finito 
all’infinito della falda fisica; 3°) non possedere sulla Riemanniana altre sin- 
golarità che dei poli. 


ES 


Una delle più semplici funzioni che hanno queste proprietà è 


(1) w= a + 2eî t—i(2+)2°—1) 


imonodroma su una Riemanniana a due falde con due punti di diramazione 
z=+ 1. L’ostacolo, che si estende fra i due punti di diramazione, è in questo 


(4) H. Blasi'u8, Stròmfunktionen symmetrischer und unsymmetrischer Fliigel in zuweidi- 
mensionaler Stròmung. Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 60, 1911; — Stromfunktionen fir die 
Stròmung durch Turbinenschaufeln. Zeitsch, f, Math. u. Phys., Bd. 60, 1911, 
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caso simmetrico ed in prima approssimazione laminare; con l’introduzione di 
poli sulla seconda falda si ottengono profili di arbitraria dissimmetria ed 
arbitrario spessore. 

Nel secondo dei lavori citati il Blasius, partendo da questa funzione 
ed ‘operando sulla 2 una trasformazione contenente esponenziali nella nuova 
variabile %, ha rappresentato tutto il contenuto del piano 2 sulle infinite 
striscie in cui si suddivide il piano &, ed ha ottenuto così il caso (già trat- 
tato dal Kutta per sole lamine piane) dell’ostacolo cosiddetto a persiana, 
costituito cioè dall’insieme di infiniti elementi sovrapposti. 

Noi vogliamo far vedere che questo procedimento è fecondo di nuove 
applicazioni. 

Infatti, utilizzando sempre la (1), si possono operare sulla # trasforma- 
zioni in cui, invece di esponenziali, compaiono polinomi di 2°, 3°,... grado 
nella nuova variabile. In luogo quindi della suddivisione del piano della 
nuova variabile in infinite striscie parallele, si otterrà la suddivisione in 
due, tre,... striscie in ognuna delle quali verrà pemDTe rappresentato tutto 
il contenuto dell’originario piano e. 

Fisicamente ciò corrisponde a considerare non più ostacoli a persiana 
con infiniti elementi, ma sibbene ostacoli formati dall’insieme di due, tre, ... 
elementi, dati tutti dalla materializzazione dei tratti di linee di flusso con- 
giungenti in certo ordine a due a due i punti di diramazione della corri. 
spondente Riemanniana. 

È opportuno notare che la trasformazione da adottare deve essere ne- 
cessariamente fratta: in caso contrario il problema muta di natura in quanto 
che la corrente che si viene a considerare non è più circuitazionale. 

Noi vogliamo limitarci in questo lavoro a considerare il caso di due osta- 
coli posti l’uno dietro l’altro (4), il che si otterrà dalla (1) operando sulla 2 
una trasformazione fratta avente al numeratore un polinomio di 2° grado ed 
al denominatore uno di 1° grado nella nuova variabile, ed imponendo condi. 
zioni affinchè i quattro punti di diramazione della Riemanniana ellittica sulla 
quale la funzione w trasformata risulta monodroma, siano allineati. 

Da questo caso si potrà poi prender le mosse per trattare 1’ altro che 
si può dire della doppia persiana, quello cioè in cui l’ostacolo è formato da 
una doppia serie di infiniti elementi sovrapposti. 


1. Giustifichiamo prima di tutto V’affermazione fatta che applicando alla 2 
una trasformazione intera nella nuova variabile, la corrente che si viene ad 
ottenere perde il suo essenziale carattere di corrente circuitazionale. 

Ricordando che, a meno del fattore 27, la circuitazione è data dal coef- 
ficiente del termine in t- nello sviluppo di %«(t) nell'intorno del punto all’in- 


(4) Questo caso è già considerato dal Kutta con metodo diverso èd in un caso parti- 
colare. Cfr. Kutta, Ueber ebene Zirkulationsstromungen nebst flugtechnischen Anwendungen. 
Sitz. K. Bayerischen Ak., 1911. 


rn” 





finito (sulla falda fisica), la cosa è subito evidente nel caso particolare in cui 
si ponga 


ah 


perchè in tal caso lo sviluppo accennato manca proprio del termine in f-'. 0 
Il fatto che si vuol verificare è meno evidente quando si ponga 


gn Ù° + 2mt, 


Si ha allora 
w(i) = a + 2eilt*? + 2m Trentin — La 


che soddisfa, come è naturale, a tutte le condizioni imposte: essa è infatti 
monodroma su una Riemanniana ellittica coi punti di diramazione 
\ ® 


t=mtymt1; 


assume il valore finito a nel punto all infinito della falda fisica, e non ha 
che un polo per t = 00 sulla seconda falda. E facile vedere però che la 
eircuitazione nelle correnti che corrispondono alla precedente formola, è nulla. 

Ponendo t =#,! la costante circuitazionale è il valore per t, =0 di 








dr { 2m/L+ 4mt, 4 Amt, — ti, — 2m — 4m0t, | 2#, 
dt, &y1L4-4mt, + Amt, #1, 
Sal + 2mt,—/1 4 4mt, 4 4mt,— ti, i 
t, 


Risolvendo l’indeterminazione della precedente espressione per # 


d 
si ha subito () ssi 
dt, /t-0 


Analoghe verifiche si potrebbero fare per funzioni intere di grado più 
alto; ma anche senza imprendere una dimostrazione generale, crediamo che 
quanto abbiamo detto basti per giustificare l’asserzione della necessità, per 
il problema che ci siamo proposti, di applicare a 2 una trasformazione fratta. 


= 0, 


41 


2. Operiamo quindi sulla variabile 2 la trasformazione 


MO ne rl 
Si ha 
(8) VTIQNI E I pl i All ad nd 


t—-- N 
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che soddisfa ai requisiti richiesti; essa è infatti monodroma su uua Rieman- 
niana a due falde coi quattro punti di diramazione 


(ela - 330 —Vi1—-4k—4h] 
(4) 
| B=— "1 VIE nr Hi +yi1-4kT4h]; 


all’infinito della falda fisica assume il valore finito «; e sulle due falde non 
ha altre singolarità che poli. i 

Volendo, come abbiamo detto, considerare il problema di due ostacoli 
l’uno dietro l’altro, dobbiamo assoggettare le costanti reali X ed » a condi- 
zioni tendenti a fare in moilo che non solo i radicali che compaiono nelle 
espressioni di a, 8, Y, è siano reali, ma anche che sia fissata la posizione 
reciproca di questi quattro punti sull’asse reale. 

Notando che mutando il segno ad %i due radicali si scambiano fra loro, 
ed indicando con %, e l, i valori assoluti di % ed ’, le condizioni perchè i 
radicali siano reali sono 


se k è positivo =}, 
1 1 1 
At Ma kia 


se k è negativo = — È, 


1 
hi Pi 


Ci converrà fare in modo che i quattro punti di diramazione si susse- 
guano da sinistra a destra sull’ asse reale nell’ ordine x, {, 8, è. È facile 
vedere allora che perchè questo accada debbono essere soddisfatte ie con- 
dizioni 


VI 4% ARAN ZIARO DANA 


VIAL AR LES ASI 


(6) 


. Semplici calcoli permettono di far vedere che per X positivo, e tenendo 
conto delle condizioni (5), le (6) non possono essere soddisfatte; mentre per 
k negativo le (6) portano all’unica condizione 


(7) i k,>, 


soddisfatta la quale i radicali delle espressioni di a, f, Y, è sono reali (% 
negativo) e questi punti sono disposti nell’ordine a, 1, B, è. 
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Il radicale allora che compare nella espressione di w e che si può scri- 
vere, introducendo i valori di t nei punti di diramazione, 


VE + 4° — (6 -R°=t- at - Mt Bit — d, 


è reale per t reale variante fra — co ed a; | e B; è e + 00; mentre è im- 
maginario puro per t reale variante fra x e 7; f e Ò. 


3. Per integrazione si ottiene dalla (3) la funzione rappresentativa della 
corrente (potenziale complesso) 


(8) W = ea =p+ip= at + cit° +- 2enit + 2ei(h? + k) log(t — h) + 


CR vl Vea Be Ne dg, 


t_- h 


Trovando ora le espressioni della funzione di corrente d nei punti di 
diramazione; uguagliando i valori che si ottengono per a e per 1; per f e 
per è, si otterranno equazioni cui debbono soddisfare % ed % perchè si formi 
effettivamente una corrente avente per linee di flusso gli orli dei due tagli 
fra le coppie a, 7; 8, di punti di diramazione; dalla materializzazione di 
questi orli si ottengono gli ostacoli incontrati dalla corrente. 

Uguagliando d, e 4, si ha 


(9) ra) 1 4k- 4h 4/1 4k-+4h]-+ ch[/1—4k—4% --/1—4k{-4h] + 


2h4-14-Y1—-4k44h Ù 


c(h*4-k) log nn 
ESATA CARA ar 


ed uguagliando 4; e 4 


(10) val) 1dk—4h 4-y1= 44h] +-oh[/1-4h—4 —/1-4%+-4] + 


2Q2h-1—-/1-4k-4h _ 


a SV 
2h+1—]1—4k+4h 


+e(h°4+%k) log 


le quali sono in effetti una sola equazione perchè 


2h+1+/1—4k-+4h  2h—1—/1-4k_4h, 
Sh—14+V1=4k—4h  2h+1—/1—4k-+4k" 


h e k debbono dunque essere tali da soddisfare la (9) (o la (10)). 


e e = 
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Si vede facilmente che tale equazione ammette sempre radici reali sod. 
disfacenti alla condizione che abbiamo già fissata per % e %. 

Per persuadersene basta fissare un opportuno valore per una delle va- 
riabili, e far poi variare Valtra nel campo di valori determinato dalle condi- 
zioni (5) e (7): si può esaminare in tal anodo se il primo membro della (9) 
muta di segno nell’intervallo, ed assicurarsi quindi dell’esistenza di una coppia 
di valori per % ed % soddisfacente a tutte le condizioni imposte. Se esiste una 
coppia siffatta ne esisteranno naturalmente quante se ne vogliono. 

Se poniamo per es, 


1 
ie at pie 
ni k 
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Î 
d È i € 
dovendo essere %, > 4°, , k, può variare da Ta Ber? 


Brevi calcoli numerici mostrano subito che per kia e, il primo 


membro della (9) è positivo, mentre è già negativo per k, > 2. Il valore di &, 
per l’%R assegnato può facilmente determinarsi con un processo di approssi- 
mazione 


4. Per trovare ora l'equazione delle linee di flusso ehe congiungono a 
due a due nell'ordine scelto i quattro punti di diramazione, delle curve cioè 
lungo le quali si immaginano praticati i tagli di connessione, basterà ugua- 
gliare il valore di d ricavato dalla (8) rispettivamente ai trovati walori 
da =, 9 = o 

Il calcolo presenta gravi complicazioni per effetto dell’integrale ellittico 
che compare nella (8). Esso può essere però assai semplificato scegliendo li- 
miti di approssimazione tali che permettano di porre £ reale in tutti i termini 


della (8) che sono moltiplicati per c; ciò si può fare quando il rapporto — 
(OA 
è sufficientemente piecolo, e corrisponde del resto ai casi sperimentali. 


In tale approssimazione la funzione di corrente » è (£=p + io) 


(11) d = ao + cp? + 2chp + 2c(h° + k) log(p — A). 


Ponendo allora per brevità 


da = <= €R 
‘Wp da= 08 
si ha 
(12) o=-[- p*— 2lp — 2(4° 4+-%)log(p — 4) + R] 


(18) o=-[--p° — 2lip — 2° + &)log(p — 4) + S] 
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quali equazioni delle due linee di flusso passanti rispettivamente per a e T; 
B e è, e di cni gli ostacoli (laminari nell’approssimazione scelta) sono le ma- 
terializzazioni degli archi per cui 1 <p<Y;B<p=<è. Per tali archi ed & 
positivo, poichè p compreso fra f e d è positivo e sempre maggiore di f, non 
Vè da apportare aleuna moditicazione alla (13); mentre, poichè p compreso 


fra a e * è negativo, la (12) diventa (4 positivo, k negativo, p=-— p,) 
5 e 
(12°) n [— p°, + 24p, 4 2(k, — hè) log(p, +4,) + RI). 


Le componenti della velocità sugli ostacoli e per i due orli sono rispet; 
tivamente 


ua + ago MEDA — è — p) 





v 0) COEE, 


e 


1 — p—_h SITÀ p—_h 
ls, EP Lie ; en 2 
u, =@a + 26 He ale — Be — + p) ale Ple — UT) sur peer : 
e p—h p—_h 
Nei punti di diramazione si ha 
\ Ua=d@ rele up=@ us =@ 
(E SESSI v = 2C Va =— 20 vs = 2c. 


Le inclinazioni quindi della tangente agli ostacoli nei bordi anteriore e 
posteriore sono uguali per entrambe le lamine e sono 








r Vv v.To 
bordo anteriore —e 
u a 
: v 2e 
» posteriore = —è 
U a 


Il vertice degli ostacoli può ottenersi come il punto ‘in cui è rispetti- 
vamente v, = 0, v, =0. Per ambedue gli ostacoli sì trova 


(14) Pas a ty LARE 


dove naturalmente bisogna prendere il segno — per il 1° ostacolo e il segno +- 
per il 2° ostacolo. 


VO LUZI 27 
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Sostituendo questo valore in (12°) e (13) si hanno i valori delle freccie 
per ciascuno degli ostacoli, cioè 


c SE . PSI 
(15) 1° ostacolo nu =—[—% + 2%,}/k, + 2%, — h?,) log(/k, + 7) + RI 


z pi i 
(16) 2° ostacolo 0,,,, = 7 [— %, — 24k, + 2(k, — h°)logyk, — h) + SI. 


Si verifica subito che il valore pm, è sempre compreso fra a e | se 
preso negativamente; e fra fi e È se preso positivamente; inoltre poichè è in 
; \ PRiaito ga 
ogni caso k, > Ah, sarà sempre }k, > h,. 
La lunghezza delle corde delle lamine è rispettivamente 


v-a=i—-3li—#=4—/1= 4a] 
bici +3 = da 4h —V1 — 4k 4 4h]. 


5. Il calcolo della forza agente sull’ostacolo (insieme delle due lamine) 
non presenta alcuna difficoltà, una volta che c sia stato sviluppato secondo 
le potenze negative di #. 

Si ha 


e quindi 


Da formole note si ha perciò la forza per unità di lunghezza (p, = den- 
sità del fluido) 


Ri P, — 2rpac 
ed il suo momento rispetto all’origine 
M=— 2rp4h = —P,-h. 


Non così semplice riesce il calcolo delle forze che agiscono su luna e 
l’altra delle due lamine: dovendo valutare fia lungo i due orli di ciascun 


taglio, compare nei calcoli un integrale ellittico per il quale, posto sotto la 
forma di Weierstrass, è necessario introdurre la funzione p. 


Ì 
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I termini quadratiei di 7°, integrati lungo i due orli del primo taglio a 
sinistra, dànno per risultato zero; il doppio prodotto ci dà 


2-4iof” È + 2ei ai O a I 





h t_-h 
Ponendo. 
STE, POSER a ga ; ; m=sla—P—=(a-ya=d 
1 
= hill 
i limiti d’integrazione diventano oo, È — » e integrale precedente si 
— a 
scrive 
i SD gp 9 dp 
e E ER: PR A 
Je —hp+ + (p+)° p n 


+fia 2a(p +) + (0° + (p +4 — gp — 9) de 
(P+ pw)" — Ap + #) +1} p' 


avendo posto 


da 
i] 


Gli integrali precedenti possono, come è noto, facilmente ridursi a somma 
di integrali di 1°, 2*, 3* specie, che potrebbero all’ occorrenza essere anche 

















numericamente valutati. 
Uguale procedimento si può usare per il calcolo della forza agente sul 
secondo ostacolo. 4 


6. Una soluzione particolare della equazione (9) si ha ponendo 


bi 


sî ha allora 
ao=z— (14 4) «=1—- N De =25 


uno dei due ostacoli si riduce cioè ad un punto fisso. 
; Lie : 
Per lo speciale valore & = coincidono f, 1, d e quindi si ha di novo 
dl 


il caso di un solo ostacolo. 

Tutto quello che si è fatto supponendo che la velocità all’infinito della 
falda fisica abbia la sola componente u —=a, può ripetersi senza molte alte. 
razioni per una corrente in cui ww, =@— è. Il valore di d rimane allora 
naturalmente determinato a posteriori dalle condizioni da = dy , da = da 


‘“ CONCORSO A PREMIO 
della R. Accademia di scienze fisiche e matematiche di Napoli. 


Si desidera un contributo alla teoria dei sistemi di equazioni differenziali lineari ad 


una o più funzioni incognite, contributo che riavvicini meglio la teoria di tali equazioni a 


quella delle equazioni algebriche. Premio L. 1000. Scadenza: 31 Maggio 1925. 
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EXTENDED CLASS NUMBER RELATIONS 


BY 


ERIC TEMPLE BELL (a Washington) 


I. Preliminary. 


$ 1. Introducing the concepts of degree, rank and range, and using 
simple new method, we shall derive a celosely interconnected set of class 
number relations of an entirely novel character. The relations are general in 
five respeets, enumerated in $ 4, 


$ 2. Throughout the paper f(x) denotes-a single valued arbitrary even 
funetion of x; p denotes a constant odd integer > 0, which is arbitrary 
unless otherwise noted; ) is an arbitrary constant even integer > 0, and c 
denotes one of %, 2%, 4k, 4k +1, 4k-{ 2, where % is an arbitrary integer 
+ 0. If in stating a given relation ce is unqualified it is %. In the customary 
notation, and with the usual conventions F(n), F,(n) are respectively the 
number off odd, even classes of binary quadratie forms for the negative 
determinant — », and En) = F(n) — F,(), In)= Fn) — 3F (n). 


$ 3. Let X(n) denote any class number funetion, Then according to the ter- 
minology of Giester(°) adopted by Hurwitz and Klein-Fricke, 
a sum X X(n — 0°) in which Y refers to certain of the integers o which 
render n — 0° > 0, and in which all of. the o°s are congruent modulo M, is 
of order M. A sum of order M in which each o is congruent to zero will 
be called principal. So far as order is concerned we consider in this paper 
only principal sums of order c. 

If in a principal sum of order e each oc is the %' th power (k' > 0) of 
an integer, the sum is defined to be of degree &Y. 

A class number relation is of_order e and degree K' if it involves a sum 
of this order and degree, If such a relation involves also the arbitrary even 
funetion f it is called extended. 


(') As in H. J. S. Smith, Report on the Theory of Numbers, Art. 130. 
(?) Mathematische Annalen, vol. 17 (1880), p. 71, p. 73. 
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If in an extended class number relation the argument of each f is an 
integer whose r th power, where r > 0 is an integer, lies within preassigned 
limits A, B (A< B), the relation is said to be of rank r and range (A, B). 


$ 4. The relations to be considered are general in the following respects. 
They are: (1) extended, and hence involve f; (2) of degree p.; (3) of order 6; 
(4) of rank À; (5) of range (A, B), where A< B and A _, B_ are otherwise 
arbitrary. Each formula is therefore valid for an infinity of choices of (even) 
), and ranges (A , B). Hitherto (') there have appeared in the literature only 
class number relations in which f(x) =1 for all values of «x, and a few in 
which f(a) = «?, of order 1, 4 or a prime, of degree 1, of rank 2 and range 
(0, co). In $ 29 it will be shown that the extensions degenerate for these 
special values either to known relations or to others of similar types. 

The new relations are obtained by a process called extension from a set 
containing f, with ce =& = 1, of rank 2 and range (0, 00), which was obtained 
on a former occasion (*). All of these preliminary relations were checked 
numerically. 

Finally it will be indicated how the concept of degree can be genera- 
lized, and how, therefore, yet further extended relations can be found. 


p 
$ 5. Write A Ver) where @y;(#) is defined by the properties: 
a) Que(@) = 1 if «x of the form cwP, where w is an integer <0; 
D) gu(®) = 0 if « is not of this form. 

Then since p is odd, 9y,(x) is an even function of x. From this and the 
definition of f(x) it follows that /'(x) is a single valued even function of #, 
and therefore that any relation involving f remains true when f is replaced 
by f'. This substitution is equivalent to retaining in the f relation only those 
f°s whose arguments are of the form cw*, where w = 0 is an integer, and 
in the result so obtained dividing each argument by e and extracting the 
arithmetical p. th root of the quotient. This in turn is equivalent to trans- 
forming the equations defining the arguments in the f relation. This is the 
first process in extension. 


$ 6. To obtain the second process write f NUO f(x), where A°,< 


)ì , B are as already defined, and the definition of the d funetion is 
a) cd (e) = 1 if 2 lies between A and B; 


b) du (e) = 0 if 2 Adoos not lie between A and B. 


(4) Cf. Dickson, History of the Theory of Numbers, vol. 3, chap. VI (in press); also 
J. Chapelon, Sur les relations entre les nombres des classes, ete., Thèse, (Paris, 1914), 
pp. 6-12. 

(*) In a paper read before the American Mathematical Society, San Francisco, Oct. 1920; 
published in the Quarterly Journal, Jan. 1923. 
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Then since ) is even, dti (a) is an even function of «, and f"” may 


replace f in any Y relation. This substitution is equivalent to retaining only 
those funetions f the ) th powers of whose arguments lie between A and B. 
The transformed relation can be written down by adjoining to the equations. 
defining the arguments the new condition. 


$ 7. From another point of view the process of extension is obvious. 
Consider the relation X,k,f(n) —0 in which the %,, n, are integers. From 
- the definition of Y it follows that this is equivalent to the identity X,K.|n,;}=0 
bethween the absolute values |n,| in which a particular absolute value ap- 
pears with the sign + before it precisely as many times as with the — . 
For example the identity is of the kind 2[|3|] — 3|— 3] + |—-3|= 0, which is 
equivalent to 2f(3) — 3f(— 3) +/(— 3) = 0. Let us call an identity of this 
type absolute. An example of a non-absolute identity is |7|.-|—3|—-[4|=0, 
from which we cannot infer. f(7) — f(3) — f(4) = 0. Among the n, in the 
given identity there will be some (or no) integers of the form ew*, and a 
particular |cw;] will appear with the + before it precisely as many times 
as with the —, so that X,k; |cw,| = 0 is an absolute identity, and therefore 
also X;k; |w,H]=0 and hence X,k; |w;| =0 are absolute identities. The last 
is equivalent to Y,k,f(w;) —=0. A like argument does not apply if p is re- 
placed by . For if n; is of the form ew, —- n; is not of this form, while 
both or neither of + n; are of the form cw*. Similar considerations give the 
second process in extension. 
Incidentally we note that in this discussion f(x) need exist only when « 
is an integer. ( 


$ 8. Whe shall frequently require the f equivalents of several f' sums, 
ipas* ih *S db: 


Uim=Nysen  Vm=Srer-1 sm@=Yuvren, 


T'(n) = Fr), W'(n) =" fr — 2). 


funi Ped 


The corresponding f forms will be given by unaccented U,V,....., 

with suffixes having the significance explained presently. The U;,V,,...., 

‘ notation is used ’merely to avoid the printing of complicated upper limits. 
Write c, = |c| and [x] for the greatest integer < x. 
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For j= 0,1 define U;(n), V;() by 


c=j mod2, U;(w) N fr + rj), n° co — di VENA SAI 
r=zl 


a 
e=j mod2, V;(n) =j fer — 1), 2A lì +. 1y( 2n—1)|c, RI 


Then, recalling that /(x) =/(— @), and selecting for U;, V; respeetively the 


integers of the form cw from 2, 4, 6,....,2rand 1,3, 5,...:, 2-1, 


we find 
c==j mod2, U‘(n) = U;(n), V'nv= V;(n), (ji 1). 


In a similar way, 


n! n 
e=0 mod4, T'(n) = fm == T,(2), nb her } 


c= +1 mod4, p=1, "(n ron 4r)=T,(n), n''— [no]; 


Vl 


e=+ 1 mod4, p>1, or c=2 moda, T'(») = fan =T,(n); 


n= fron! 


For the W' sums we find 


ec=0 mod4, or c=+1 mod4, p>1, Main) ="03 


V(n) SI f@r-1)=W,(@M),  n=2n—1449] 


rl 


ec= +1 mod4, p=1, 


n' W 
W'(n) = S' f(ar-1) == Win), n'=|p+ 4y (4 ani 


Pot 


c==2 mod4, 


X 217 )( 
To reduce the S’ write 


SM N10), n= (alal, 6293; 


ft=] 


n! 


S,m= (170-027), Fam Sap (ia Va 3 


Pam Î. 


$ 9. A function of the divisors d , è subject to the condition d < Kò, 
where K is a numerical constant, is called (after Hermite) incomplete. 
The extended relations fall into two sets according as they do or do not 
contain incomplete functions of the divisors of the fixed integers occurring 
in them, è 

In the paper cited it was shown that the set of preliminary relations, 
from which we start here, is closed under certain elementary transformations. 
The set of preliminary relations was shown to be implied in, and to imply, 
a certain set of identities between doubly periodic funetions of the first and 
third Kinds. The transformations mentioned are equivalent to transformations 
of the first order on the theta functions in the generating identities. The 
set of preliminary relations being thus complete in a simple manner, it will be 
of interest to give the entire set of extensions, subsumed under (I),(II),..., 
(XVII), and not merely a selection. The set of extensions obtained includes 
as limiting cases (cf. $ 29) all of those class number relations given by H u m- 
bert (') which do not depend upon the transformation of the third order, 
or which «do not involve the minima of classes. The omitted extensions will 
be given on another occasion. 


$ 10. Much repetition is avoided by collecting here the notation occur- 
ring in the preliminary relations. Without further reference d, è, t, t denote 
positive integral divisors, of which © is always odd, and 2, m,dD,n,a,0,8 
denote integers as follows: l > 0 is even, m > 0,0 =0 are 0dd, n >0,a <Z0 
are odd or even, 0Ca=1 mod4, 0<B= 3 mod4. Letters with suffixes are 
of the same.respective kinds as those without; e. g., ©, (( =1, 2,....) are 
odd divisors. Attending to this notation we shall use its immediate conse- 
quences, such as Bf = dè ,d --è =0 mod4, without comment. 

A sum of functions of divisors, such as Yg(d, è), n = dò, in which Y is 
unaccented refers to all divisors of the type indicated by the notation; an 
aceented Y emphasizes a restriction not implicit in the notation already expl- 
‘ained: thus Y'g(d, dè), n= dè ,A<ò, the additional restrietion here being < 


d<d. 


(4) Journal des. Mathématiques, sér 6, vol. 3 (1907), pp. 337-449. 
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In class number sums ZX(n — k'a?), wherein %° is a numerical constant, 
Y extends only to all those values of «a which render the argument n—k'a?>0. 
Zero arguments is such sums are therefore expressly excluded. 

The préliminary relations are stated by giving first the equations of 


definition of the several letters under the summation signs which refer to 


all values thus defined, In these equations , m,n,a, (without suffixes) are 
constant and arbitrary of their respective kinds. All other letters denoting 
integers are variables. î 

$ 11. The following conventions apply to all the extensions. The variable 
integers x,Y,2,%w are in each case defined by the equations and conditions 
stated in the respective cases; 4°,y",2",%w" refer to all #,Y,, thus de- 
fined which in addition satisfy also y,e > 0; a",y",e",w" refer to.all x, 
Y,%,w satisfying the stated equation and conditions and in addition y, #<0. 
The italicized clauses are most important. 


e(n) — 1 or 0 according ‘as n is or is not the square of an integer 20. 
C(n) — the number of all divisors of n. 
(n, |n}) is the Legendre-Jacobi symbol. For simplicity in prin- 


ting neither the rank ) nor the range (A , B) is indicated. These are discussed 
for all the extensions at once in $ 29. 


II. Extensions involving Incomplete Functions. 


$ 12. In connection with the extensions and preliminary relations we 
refer once for all to $$ 2,8, 10, 11. The first preliminary relation is 
m=m,| 2l,; nt, m=t,t,; ,=d4,0,, dA, ò,, ds, 0, O Opposiverpae 
rities (one even, the other odd): 


(T_1)12 


ZF(2m —4a?)f(2a)= { (mf 0+23 Y /m)|-2XI/A+d bo) SO td 


real 


As in all similar cases the outer X in the second term on the right refers 
to the divisors (here 7) in the upper limit of the inner Y. 
Replace f by f' and proceed as outlined in $ 5, putting 


SR YO e 


By means of this substitution the equation and conditions defining the. 


arguments become 
(è) my + 242 + 2a — caut , m=te, 


(ii) x,y,2>0,%,Yy4+2 0dd, yZ2z,y+D>cu*, cw* ‘even, 
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Hence Y' fd, + d, — ©) = Xf(w). It is necessary to prove the converse. We- 
have Xf(w) over (i), (i) identical with Xf(w) over 


(iti) m = x(Y | 2 — cw*) + 2ye 
in which ax,y+2— cw*>0 are odd, and y,2>Q0 are of opposite parities, 
m=t,€ 


y<%. Hence we can write a =t, ,yH4+-2—cw=r,, OP, 


a=òd,  d<è, ,d , È, of opposite parities, ,,=4,9,; so (Hat d,+d:—t,=cw*, 


and we have Yf(w) over (iii) under the stated conditions on X,Y, 2, % equi- 
valent to X'f/(d4, + è, — 1,) over m= t,t,+ 2d4,ò, in which #,,%,, d,,ò, are 
subject to the' condizions in the preliminary relation. 

Similary, by means of the substitution 


i=x,d=—-y, è,=—2, dtd, tt=—cwh, 


we get 2'7'(d, + d, | t,)=X/(), the last Y referring to all w satisfying (è) 
subjeeto to the conditions 


(0) ax >0,Yy2Z0,%Yy+% 0dd, y>e,y+2>Cew, cw' even. 
Again, according as c is even or odd, 
ZF(2m — 4a?) f'(2a) = F(2m — c*a**) f(a) , XYF(2m — e°2°a?#) f(2a). 
Hence finally we have the extensions 


(I) m= xy Hd 2y2 + 2a — caut , m= tt, 
x odd > 0; y+  odd > ew* even; ya, yD>e': 


6C=j mod2(j=0, 1) , 2F(2m — c'2%4a) f((j + 1)a) = 


= t(m)f(0) 4 2XU, (3 





2) + 25/00) — 22/107) 


It will be sufficient henceforth merely to state the transformations chan- 
ging the preliminary relation into its extension. In these transformations the 
upper signs or the lower are to be taken throughout. 


$ 13. The second preliminary relation is 


B=p, 44%, : p= dò ; B-= dò; rr 


rino r(t}8- lip] 


(d9+d) la 


da: sl Sor di DI 


Po] 


) 220 )( 


Pùb'i, = 25.0, = 19 900, RO) Ei 
Since B,=3 oi : gate mod4, and since c, = 3(y + e) — ew is 
odd > 0, cw* cannot be even. Hence we have the extension 


È 
| 
| 


(II) B=2xy + y2 + 22a — 4c0w*, ce odd, è = dà; 
xD>0,gy2=3 modi, y+2>2cw4., w 0dd.: 


- 


ZF(B — cb*#) f(b) = Lf(w') — Lf (w") + sv(-4*). 


4 


$ 14. The third preliminary relation is 
om —=2m, -|-An, ; mt mi n = 0 


of like pariiies (both even or both odd), 


(T_1)l2 


SPEm—0)/ ML] f19+2 DSL] 4d SAI 


Pal 


Put t =« ,d,=ty., è, = 472 dò, + do LT, — 100 MCO I 
like parities and ©, is odd, cw* is odd. The sum XY'(r) appearing after the 
replacement of f by /' is sufficiently simple; it vanishes if m is prime to e 


(III) 2m = 2xy + 4y2 + 2ea — 2exw* , c odd, mn = tt; i 1-0 


x2>0, x, w odd, y4+ 2 even > ew: 





ZF(2m — c°b°#) f(b) = Xf"(1) + 2XV, ( - 1) + Lf (20°) — Xf(0w0”) 


$ 15. The fourth preliminary relation is 


o 'sziatt dna a V0 7 al 0), ADESIONI 






(5+a_2)|4 


25 F(a— da?) f(2a)= +2 Ie dea (i tan —)- fi UT ) 


r21 


Put e, 0 = 180,64) ani 
(IV) a = 2xy 4 y2 4- 2za — 4exut , a = dò; 
x > 0, y:=1 mod4, cw* even , y4+-2 > 206; 
o=jmod2 (j—=0, 1): 2EF(a — e?2%Wa?#) f((j + 1)a) = 
+d—-2 
4 


tà 





— (a) f10) + 220.("S 2) + 22/00) SA2ZI 
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$ 16. The fifth preliminary relations is 
B=f,=3 mod8 ; B8=f,+8n,;f=dè, fp =dè,,n,=t;î,: 


(b+a—-4)|8 


22F(B — 164) f (4a) = t(8) f(0) + 2x| 3 F( (im + 


Ven 


pali 4 se) (Ed 0a) 


/ 





(So) 


elio div, = e O, + di) ear = cw?, Then 
cu" = 0 mod4, and we get the extensions 


(V) B= 2ey + ye + 2e0 — domo, B= dè =3 mod8; 
x>0, y2=3 mod8 ,y +22, co =0 modi: 
e=0 mod4, 2£F(8— c'a?4) f(a) = UB)S(0) + nf =*) 

+ 25/(0°) — 22f 0"); 

= 2 mod4, or y>1, c= +1 modd, 2XF(R— e*8°%4?4) (2a) = 

— t(8)f(0) + Gaz + 22/(w°)-- 22/(w"); 

e=+1 mod4, p=1, 2XF(R-160%a9) f(4a)= t(8)/(0) + 257 (È cad =] da: 
+ 2 (109) — 25 f(0") 





$ 17. The sixth preliminary relation is 
dmicimi dl; mett, mm dv dò, di 


of opposite parities : 
T 

Pm —b9)S0)=22| DE ser — 11} SS, + 4, — 20) SA +4,+20)1 
zi 


Ent ti; d, = ya = 2080, ide, + cow, and find 
the extension 


(VI) 4m = 2xy + 4y2 + 220 — 2eau! , m—= tt; 


e20,yY+4+2<0dd > ew odd; 
XF(4m — c°b°#) f(b) = 22V (© 4- 27 (w0) — Xf(w"). 
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$ 18. The sevent©LÌ, preliminary relation is 


- er e seine. 


n=; n=dd = dò, ; mm =dd,,, ed, d,; de, 0, and deo; | 


3-ì 
of like parities; 
6LE(n—a*)—1)°f(2a)= 


—sl(- 1° fm 2-1 (ay 04141 Yi 1rsen|+ 
: (+4, — 2)]? 
(Bi+d, — 2)/2 1 (Ot di_2)]2 ; 
+21) *|/(0)+@+4)+2%=1) Di sen|= 


rel 


7 Vul eno 


IONI 


[1(d, -K d, dr. 2d,) —Fè + dy t 2d,)]. 


Put èj=%7, do=tiy; d, = tè, dik ds E24/= nano 
simplify. the printing of the extensions write 
—<(n)f'(2)/n)—22(—1 [(1)°f(0)4-7(24)+-2(1)°S,(A—1)}{ 
O corra da io Sr. 24 - 1) 





Djx(#)= 
+(-1)"Z(1) 


x! na y'2' + 1(y' + 2) —_ W, 7 x — ya" + La 4 a) — Was ( 
2X(— 1) Wa f(w0’) — 2X(— 1) W:f(w) — W(w). 


Then after some easy reductions we find the extensions 


(VII) n= ey + yz 4-30 — Loew, n=ddè =d,di3,d, 348 


41 1 
of like parities : 


x20,y+2 even >cwr even: 
c==j mod4 (j= 0, 2), 6X(— 1)" E(n — 1e'a?4(-- 1)“ !* f(aà=D,(m) —Ww6; 
ec=1 mod2, p=1,, 6(— 1)" ZE(n — c’a>)(— 1)°°f(2a) = D,(n) — W(w);. 
c=1 mod2, p>1, 6(— 1)" LE(n — c'2°#-2a?#) f(2a) = D,,(n) — Wlw). 


$ 19. The eighth preliminary relation is 
au, dd , add a MR, gd : 
(b+a-2)l4 


one( I) sm = — tf + 3A 25) 42 Y ser 1) 








) : A 
Pt, SP ST Mt LA ORE E 


i 
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Publio, = ot di 20, 40, | 4) 4-24, —+ cw*, and'find 
the extension 
(VIII) a=axYy+ ye 4 2a — 2exwt , a—= dè; 
e>0,y2=1 mod4., cw*odd ,;y + > 200: 


a nat n= — Ml d+sr(*) i anv(_Ti3) 


. 


dx'—y'2)}4 a+4o”— y"2")\4 ; 
eo tt NE e (10/9). 


$.20. The ninth preliminary relation is 
Mense no init a A dd 


of like parities : 





(eto)l2 (t-)1le 
FAm — 0) f(6)=Yf SOTDA @r— 1) +25 @r — ]+ 


+:D4S(8, +di— ff + 4, + c)). 


Put, =>, è,=+tvy;4,='t 2,3, +-di kr =+0w,-and find:the 
extension 


(IX) m— XY | ye + 20 — cau , m=tt; 
x 20 ,%y-L 2 even > cu. 


odd : 








LF(4m — c°b?#) f (0) = )+v( 19 2 +av( bj +xr 0) — Sf (0). 


III. Extensions involving Incomplete Funetions. 


$ 21. The incomplete functions occur as indicated in $ 9. The tenth 
preliminary relation is 


ri 


ia an do ra <dme_tr od 
Peso panca: (8) (4) 


mein odg dd 4, tw, and find 
the extensions 





ini RT A be) "E SIR SADE "ARA IT 
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(X) B=axy+y2 420 — 2c0u" , B=dè, d<òd; 
x odd >0,y+4+>2cw* , yz =1 mod4 , cut 





even : 

c=j mod2 (j= 0; 1), XF(6° — e'2”Fa?#) f((j + 1)a) DE 
Jlò — @ dò 4+d A 

= Ea sf EG 

$ 22. The eleventh preliminary relation is 

l=n, tn; 1 == dò dd 0, — et, Go d, È | 

and d, , è, of like, d, , ò, of opposite parities : i 

(qa) le (d+d)]2 | 

Spal D)f0= 3 se Fbi @r—1)[+3 DA ar—1)j+ i 


+2 d, — fr + d) + 2TfO:+ A, — SO +47) 
Pub 't;#0-derty DE, - + ew, and find 


(XI) =ayH-ye+ea—cau* , im=te=dè=d,è, , A<dI,, 4 , è of like, 


454, > 


, è, of opposite parities : 


x20,y+% even > cu. ù° 


odd : 








YF(41 — e°b?)f(b) = al SA + v(3 3 .) AV {3 Lu 5) 
+ 20, — 4)/(d, + 4,) + Lf) — Lf"). 


$ 23. The twelfth preliminary relation is 


a=2m |, ;a=dè d<Zè;m=tc,,B=d,d,; 
2YF(a—b®)f(=X(8—d A) +2 fe +4, a) a rt, o} 


Put. ia, ,=ty, d,5=t,H, kdb a 





(XII) a= ty + ya + 20 — 2cawt , add , AZd; 
x odd >0 , ye=3 mod4 , }y-|+e)> cw* 


)( 225 X 


odd : 





22F(a — c°b°4)f(0) =Z"(d — vI(* 1 ‘) + 2f(w') — 22.f(w"). 


$ 24. The thirteenth preliminary relation is 
menti mt dog d 0 mm == dg 
of opposite parities : 

(q_s) 12 


2EF(m — a)f (2a) ={(m)f(0) + 22] x 10m) +0 d)f(è + d) 


Van 


na Zf(d; “i d, Sent T,) mt + d, "o t,)l 


bee 0, Ty, dit 2,0 + dt, 004 and find the 
extensions 


(XIII) m= XY + y2 4 20 — cou , n—=te=dè dLd; 
x o0dd >0,y+ odd > cw 


even : 


e =j mod2 (j=0, 1), ZF(m — e'2%#-a?) f((j + 1)a) = C (m) f(0) 
tT_-1 
2 





220;( ) L'(d — af (d + d) + Xf(w) — Xf(w"). 


$ 25. The fourteentl preliminary relation is 
feed ea pd 0 
of like, d, , è, of opposite parities : 


(t_1)l2 (è, +d,_1)|2 


raf DS x 1) 


+ 22(d—a)f(d+-d)+22[d,+d,—t)—SdKA+%)] 


neo odi gd L= ew and find the 
extensions : 


(XIV), t=ay4y2+ ca — cow, im =dd dò ,d<zè, dad, è 
of like, d, , è, of opposite parities : 


e 2>0,Y+ odd > cw 
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i even : Da 
Ri c=j m0d2 (j=0, 1), sSFI— c?27/4-2q a f((j + Da — 
E. ò 
: = 21/0 +20(57 to pi sl 
; 
È + 2210 — @S'E+ D+ 231 (0) — ve 
nd 
A $ 26. The fifteenth preliminary relation is Va: 
a=d, -4%,; a=tr= dd : i: a, = sn 
È LOCO gi î Ò s GE 
(ima ae) e ar 9 ag I 
\ p a | Lisj t | È i È 4 Ù 
+ 2-10] A i. i) +J( E 
Notice the apparently anomalous sign in the last sum. — Ta 
Put s=2 939 &=t0, 47 n: 
the extension : sd | 
i (XV) a=%Yy + y2 + 2a — 200 , a sd tr = dò DIE 
(1) x odd >0, y=1 mod: 3,9: # 2320 È; 
odd: i ( i s i OA bell 
_ a°)2M ie 1A È ? 
Did) = 1|)y (P)- va. N; a(t4* + ‘ca *: i 
"i ela)ffa +22 104 "fa 42% t_ the" vu 
$ 27. The sixteenth preliminary relation is i i e 
m—=m + 2n,; m=tr=dò, d<3 ; m, = ta, di n= 
| cata $ 
2X1(m—a8)f(2A= RO Da a ar) 
= 
i IONE d/3+4) 42% 1 [ft so —2d sed 
n = Put è, =, t,= -+y, sta ntapomzta i 
va extensions : o SLI n. 
= (XVI) RI ‘mt d8 vaza; 
edi , yz odd , vite gue 
RM RI TO vi DONE Era 
EMETTE So DR e NO : 
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e=j mod2 (j=0, 1), 2XI(m—e2%%-"4%) /((j+1)a)= 
= G(m)f(0)—e(m)f LOAPm+ [sto +2v(FES)_ 2V0-dfA+d) 
+ 221-199 10) 221)" 


$ 23. The seventeenth preliminary relation is 


IZI+I, ; 1]2=48, 1=4,d,=4d,, ALÌ, ; 1]2=4,3, , 1=dò,; 


the divisors in the respective pairs (4, , È) , (4, , è.) ;} (4, , È) Of like pa- 
rities : 


dA 


—2210 MALA 2-1} AO + 120+ 29 fan[+2X0, — )fA+M+ 


P=f 


(è, +4, —2)/2 


ci + /0,+4)4% D far 


+ 29/1) | /d,+4;—24)— /3,4-4,4-24,)] 1 


Putò,=x, è,=ty,d=t+t2,d,+d, +24, =+ cw*and find the 
extensions : 


(XVI) 1=xy4y2-|ea — cow, ]2=dè ,1=dd,=dd,, A, <Ù, 
and d, , è, of like parities : 


x 20, yz even, y|-z even > cut 
even : 


=} mod2 (j=0, 1), — 2XZI(Q — e°2%#?a?) f(j + 1)a) = 
= 22(— 1)°[/(0) +-f"(2d) + 2U,(d — 1) + 22(d, — d)S(d, + 4) + 








POVT +2] 10 +50, +4) +20(TT*) + 
4 25(— 1° f(109) — 2X(— 1°"fR0"). 


$ 29. The rank and the range (A , B) can be taken into accountjin (I) 
to (XVII) in an obvious way. In each case we add the condition ACw<B, 
and such other similar conditions for #, y, 2 are required by the occurrence 
of one or more of these variables in the extension; e. g. if « but not y or 2 


occours we need add only A<x\< B. On the left of each extension the 
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ja, b are similary restricted, A<(ja)<B, AD B where j is 1 08.2 
according to the case. Finally, the condition is imposed upon the functions 
of the divisors of the fixel 2, m, n, « or in the extension by writing f” 
for f wherever f occurs, either explicitly, or implicitly as in f”. 

It is clear that by suitaby choosing A , ), B we can in each case 
reduce each class number sum on the left of the extensions to a single term. 
We thus have a direct, although perhaps impraetical, method for computing 
the class number. | 

From the detailed derivation of (I) it is obvious that when p=e=1 
and \=2,(A,B)=(0, oo) we recover from the extension the preliminary 
relation, and so in each case. In the former paper it was shown how the 
preliminary relations degenerate for special choices of f to relations of known 
types, and a specimen set of 16 was given, including relations of the types 
due to Kronecker, Liouville and Humbert. The extensions 
therefore include these relations as limiting cases and an infinity of others 
of roughly similar kinds, depending upon the choice of f(x) and c. 


al, e 


diceria 


TE Pg RR <a 


IV. Further Extensions. 


$ 30. We merely indicate how the concepts of degree and rank can be 
generalized, leaving the development of the resulting class number relations 
to another occasion. 

Let p;(i=),...,s) denote odd integers>0, and k(i=1; 2,...) ar- 


bitrary integers = 0. Then a polynomial of the for X,k,a{ is called odd. 

Let P(x) denote any odd polynomial, and write ®p(x) = 1 or 0 according 
as x is or is not represented by P(x). Obviously /p(x) = Pp(r)f(@) is an even 
function of x, and may replace f in any identity. From this point on the 
analysis is similar to that in the Y’ case. 


$ 31. The rank can also be generalized by means of the even polyno- 


mials Q(x) of which a typical one is Lkoki, where the \, > 0 are even in- 
tegers. The generalisation of $%,}p (£) is duog(@) = 1 or 0 according as Q@) 


does not lie between A and B. As before fg) = vas() f (@) is an even fune- 
tion of x, and fa may replace f in any f relation. 

Hence from, the preliminary relations we may deduce extensions of 
« generalized degree » P(x) and « generalized rank » Q(2). ca 

Finally, all of the considerations in this paper can be readily extended 
(and have been so extended in papers not yet read before the Society) to 
functions odd or even in any number of sets of independent variables. The 
corresponding P , @ are then polynomials in any number of variables, 


PIRRO") dice presina tc i FR VERTICE, SRO, I II ST AT 
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SULLA SFERA PARAOSCULATRICE 
DI UNA LINEA SGHEMBA 


(Estratto da una lettera, al Prof. G. Loria) 


DI 


GIOVANNI LAMPARIELLO (a Bologna) 


Attratto dalle Sue eleganti Applicazioni geometriche di una formola di 
Siacci (Bollettino dell’Unione matematica italiana, T. II, 1923) è sorto in 
me il desiderio di sviluppare i determinanti che si trovano per la ricerca 
delle coordinate del centro della sfera paraosculatrice. Sono così. giunto a 
porre le formole in una forma nor meno notevole di quella che determina 
le coordinate del centro della sfera osculatrice. 

Adoperando. le formole trovate ho stabilito poi alcune proposizioni che 
sottopongo al Suo giudizio. 

Conservo le Sue notazioni e chiamo x,,%,% le coerdinate del centro C. 

Esse debbono soddisfare al sistema : 


dx “E b4Y, su Va Ww, = R s 


\ Al + Wta W,=R 


dove R è il raggio della sfera che tenderà alla sfera paraosculatrice. Risol- 
vendolo e applicando la formola del Siae ci si ha, chiamando D il deter- 














VR , y' 
minante | X°_ pp” v” 
pda AIN ZA 
e TORTA È W'y a piwW' | 
MV vt Day PAT” Db fa DI 
| | Me W'! y'”' Ma Ap III W tI 
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Il determinante D è uguale a B*A"B — AB). 
Cerchiamo dunque )l’ espressione del determinante al numeratore nella 


prima delle (1). 
Esso è 


4A fe 
BV Bn BI 
—ABU+B'V—-B°?W —ABR+-B"—B?p —AB74-B'{— B°y 
—AB—(2A’'B+AB')U+-(B"— —(2A'B+AB)B+(B"T— —2A’/'B+AB"+B"— 
-—A°B—B°V--3BB'W — A°B-B*®M—3BB'p — A°B—B"%—3BB'y 
Togliendo dalla 1° verticale la 2° moltiplicata per y e la 3* per 2 e 
scambiando nel determinante ottenuto le righe con le colonne si trova 





0 B 0 
a dibr # 
Di il ee nee —AB B' —B° |— 
ql 'RSY 
(ZALA B') B'_CA©RE p°. vespini 


7; rd Bi se 
tt —AB]-+B't—B?y 





—AB? 





Il'primo determinante del 2° membro è uguale a D e il secondo si 
scinde in tre determinanti di cui il secondo è nullo e gli altri due sono; 


“i 1 
L 9 





—AB —B° 








c Y 





(03 


PINETE 


Ora, sappiamo che in un determinante ortogonale ogni elemento è uguale 
B St 











al proprio complemento algebrico onde dal determinante 
À pae 
vede che 
n B VEDE: | 
ee \ e ZU 
De TAI pd 








Allora si ha 


a D= &D — A°BY4+ AB'a 
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cioè ricordando il valore di D in funzione di A e B e delle loro derivate : 
x 


si A 
(i rp eda) 


onde infine applicando la Sua formola che dà il raggio R si trova 


i B 
(2) z,=5+R— #3) 
od anche 
(2) ST Ae A R(a E La) 


dove con p e T indichiamo risp. il raggio di flessione e di torsione. 


Analogamente si perverrebbe alle formole che dànno y, e 2): 
(3) Mw=y+ Bit 
Y=YtRk_- 7. 


(4) a=2+Rlp L- ta) 


Le formole (2), (3), (4) si possono mettere anche sotto la seguente forma, 
cui sì giunge immediatamente : 


\ a B 
e —_ —_ ___- v=y+ — Ea 

sE; log P I log7- 

T T T iù 

pied Min sica — Nin, 

Ai loe das 
"ni Parp 
Calcoliamo ora mediante le formole trovate la distanza del centro di 


detta sfera dal punto P(x, y, 2) della curva. 
Essa è 


Ple, ot ty) ER pr Fini talent tot) 


- 


. f . . 
cioè per le note relazioni : 


pî 
(5) Ò” —= re(1 + 5) 


ep. i An e è "° Pen 
è 
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Questa relazione dimostra che il punto P è sempre esterno alla sfera 
(paraosculatrice). Vi appartiene soltanto nei punti in cuni sia p=0 0 T=00. 
La distanza del centro C dal piano osculatore deve essere R per la de 


finizione della sfera. 
Infatti (!) la distanza è’ — CH da detto piano : 


X\X-+yuY4 vZ — (Ax + uy 4 ve) = 


Mo —2)+sy—y) EA Rhe+ ita E (aa +-Be + =R 


Si ha 
PH*= P0s== UH? 0-08 


onde 


PH? “Ip 1 ei — R°=R? 1 


ed estraendo la radice quadrata ritenendo il segno + si ha 


p 
PH=ReS 
4 sù 
OVVero ! 
p__PH 
(©) o_Pi 


Onde la proposizione : 

I. In una curva sghemba i raggi di flessione e di torsione sono propor- 
zionali al segmento PH (i cui estremi sono il punto della curva è il punto di 
contatto della sfera col piano osculatore) e al raggio R. 

Considerando ancora il tr. POH e chiamando © l'angolo CPH si ha per 


la (7) 
(CI 3 ROOF RU 
(8) == -° 


Onde il cono di rivoluzione annesso alla curva nel punto P di cui Bla 
parla nel « Bollettino » è quello che ha il vertice in P ed è tangente alla. 
sfera paraosculatrice. L’angolo d è l'angolo che Eila ha chiamato , 


(') Il lettore tracci la corrisponderite figura, ; e 
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Della (7) vogliamo fare un’applicazione analitica : 
Poichè 


indicando con f(s) e %(s) rispettivamente l’inverso del segmento PH e il rap- 


porto È sì vede per la (7) che f(s) è la derivata logaritmica di %(s): 





n (8) dp _ 
(9) Mep —- 918) ovvero x = f(s)ds. 


Integrando quest’equazione differenziale 
deo ) a 
(10) = lf (8)ds si ha 0(s) = ke/f(6)de 


essendo % una costante arbitraria. 


In generale dunque il rapporto ca varia con legge esponenziale. Sol. 


tanto se 1:Y(s) è una funzione lineare di s 
1 
_—— =as + d 
Fani 
si ha; 


4 
9(s) = k(as + d)°. 


Se in particolare a —=1 e db —=0 se cioò PH=s si ha: 


(8) = ks 
ovvero 
Dee ET 
(11) ET (4, = 7) 


Ondejla proposizione : 
II. Nelle curve sghembe in cui il rapporto dei raggi di torsione e fles- 
sione varia in ragione inversa dellarco di curva, il segmento PH sopradetto è 
arco di curva rettificato, 


YOL, LXI, 30 


i ep n Rd a *". P n È Dei ii > » "a * “wo 
FA ia A ki 
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Questa proposizione si riferisce (') alle geodetiche dei coni di eni è pro- 
prietà caratteristica. 


Sia Q il centro di 1* curvatura; determiniamo la distanza CQ. Ricor- 


dando che le coordinate del centro del cerchio osculatore sono 


s=w4-î yeS94+mp La=e 40 


dopo sviluppi elementari si giunge alla relazione 
p° 
(12) : Ce? = ri + Dr) + pè 
che per la (5) si trasforma in 
(13) i CQ*? = PC? + PQ?. 


Onde la proposizione : 
III. Il punto di contatto della sfera par aosculatrice col piano CR 
si trova sulla tangente od anche il centro di detta sfera è mel piano rettificante. 


2 

Poichè CQ =|! Ax 3) e CH*= RÈ si ha 
p° 

Ho*= R* TE SSDe 

‘ onde essendo PH = Ray per la (7): 
HQ — PH?= p? 
cioè 
(14) HQ? = PH? + PQ? 


proposizione evidente per la prop. III 
Volendo calcolare i coseni direttori della retta PO basta serivere la sua. 
equazione. Chiamandoli 6, t, d si trova immediatamente che 

















(15) O:T:d9 —AT —«pa:WT— pB:vT — pr 
cioè 
(15)” sE VATI = ELiriape Leno Vi 
| H+ ty + +) + 


formole che Ella ha trovate per altra via. 


(4) E. Cesàro, Elementi di Calcolo Infinitesimale, pag. 207. 
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La retta PU che è nel piano rettificante e perpendicolare alla. normale 
principale è dunque (') la retta rettificante della curva nel punto P. 
Essa, come già abbiamo visto, fa con la tangente un angolo % tale che 


A 
i p 


ed è l’asse del cono di rotazione di vertice P e tangente alla sfera. 

Nelle eliche in cui il rapporto dei raggi è costante l’angolo g è costante 
cioè la retta rettificante, in un'elica, fa in ogni punto lo stesso angolo con la 
tangente. 

Come Ella ha già notato si ha in esse R=0c0 e la sfera paraoscula- 
trice degenera in tal caso nel piano all’oo come si vede dalla sua equazione: 


i 2 
X°AY4Z°-2x X—-2y,X—-22%,Z4ax°4++2? P_R*4-9Ra ea + 
0 0 0 T? T 


TTI Rei a 
+2Ro(1 T }+2re() T o. 


Mi sono infine occupato delle relazioni che intercedono tra la sfera pa- 
raosculatrice e quella osculatrice. 

Determiniamo la distanza dei due centri. 

Applicando le note formole che dànno le ‘coordinate del centro della 
sfera osculatrice 


a=x+E— pl, y=y+mp—pTa  a=2+p— pi 


si trova che la distanza cercata è 





i I 
a'=R(1+-L)+ e + 042018 


cioè osservando che il raggio della sfera osculatrice è 


R°=p° + (pt? 


si ha 

(16) A®° — R° + R? + R? E, + 2p'TR 
ovvero 

(16) A®— R* + R? + 2R (5 e + pr) 


(4) L. Bianchi, Lezioni di Geometria differenziale, Vol. I, pag. 31-32, 3* ed., Bolo» 
gna, Zanichelli, 1922, 


Ù da Ì Ue n dici Pr Cs è a», E” 
n, CORI n LI URTI Naleh } 
da 3 2 FP a x 
7 TO Lv 
È SR vv V 286 1a 

O 


J si vede che si ha ar - 
A ZA Sa seconda che R' < 
ra | De prata 
va 
DI Ì onde la proposizione : î cri à. 
IV. La sfera isculuton è tangente a quella paraosontat ‘io 
ì tanto se, è g: 
) 
(L7) È s Re 9 UO: + DEI, 


. 


Da questa relazione si ricava 


"Ra 
, dae LA SA A 
pT=R E 


e 


vt; 
: pe 
DE da cui RIA o 
PR : 
A Cer p= 2° /rRD P. 


Questa relazione dimostra che: 
è V. In una curva sghemba in tutti i i punti da quale 


punti in cui si ansi il raggio di flessione. 


Bologna, 11 novembre 1923. 
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